מודלים חישוביים – תרגול
תרגול 1

21.10.04

גיא וולפוביץ'
gwolfovi@cs.haifa.ac.il
שעות קבלה: 16:00-18:00, יום שני, חדר מתרגלים.

קבוצה – הגדרה:
אוסף (סופי או לא סופי) של עצמים, ללא חשיבות לסדר או לחזרות.
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מכפלה קרטזית של A ו B:
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פונקציה – הגדרה:
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הגדרה:
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יחס שקילות – הגדרה:

יחס 
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 יקרא יחס שקילות אם הוא מקיים:

1. רפלקסיביות.

2. סימטריות.
3. טרנזיטיביות.
הגדרה:
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טענה: 
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הוכחה:

רפלקסיביות:
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טרנזיטיביות:
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הגדרה:

יהי 
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 יחס שקילות מעל A.
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קבוצת המנה – הגדרה:

יהי 
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 יחס שקילות מעל A.
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 תקרא קבוצת המנה של 
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הגדרה:
תהי 
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 קבוצה ויהי 
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 מספר טבעי חיובי כלשהו.
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 לא ריקה.

טענה 1: 
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הוכחה:

נראה את 2:

נניח בשלילה שקיימות שתי מחלקות שקילות של 
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סתירה
נראה את 3:
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 מכילה לפחות את 
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נניח שקיים 
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טענה:

תהי 
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 קבוצה כך ש 
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הוכחה:

רפלקסיביות:
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סימטריות:
נניח ש 
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מהעובדה ש 
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טרנזיטיביות:
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עידון של יחס שקילות

יהי 
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 יחס שקילות. יחס השקילות 
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הגדרה: אוטומט סופי דטרמיניסטי
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 מצב התחלתי.
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 מצבים סופיים.
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הגדרה:

יהי M אוטומט סופי ותהי 
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הגדרה:

יהי M אוטומט סופי. M מקבלת את השפה 
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תרגיל:

הראה כי השפה הבאה הינה רגולרית:
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דרך הוכחה:
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 בעלת מספר זוגי של אפסים
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נוכיח באינדוקציה

בסיס:
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נניח נכונות * ו ** עבור 
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מהנחת האינדוקציה 
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מהנחת האינדוקציה נובע כי:
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נניח ש
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מהנחת האינדוקציה:
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נניח ש 
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מהנחת האינדוקציה:
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כדי להוכיח 
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הוכחת הטענה (באינדוקציה):
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הגדרה: אוטומט לא דטרמיניסטי
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תרגיל:

הוכח כי השפה הבאה רגולרית:
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סגירות תחת חיתוך
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הוכחת הטענה באינדוקציה על אורך המילה:
בסיס:


[image: image188.wmf]||0

w

w

e

=

=


לפי הגדרה:


[image: image189.wmf]00

00

0000

ˆ

(,)

ˆ

(,)

ˆ

((,),)(,)

qq

rr

qrqr

de

ge

be

=

=

=


אינדוקציה:
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צד שני:
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העברת דקדוק חסר הקשר לצורה נורמלית של חומסקי
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מורידים את כל החוקים 
[image: image591.wmf]/
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3. הורדת פעולות יחידה מהסוג 
[image: image592.wmf]AB
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לכל משתנה 
[image: image593.wmf]XV
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 נחשב את קבוצת המשתנים שניתן לגזור ממנו ע"י פעולות יחידה בלבד.
נסמן את הקבוצה: 
[image: image594.wmf]X
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אם 
[image: image596.wmf]XVy
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, נוסיף את כל החוקים 
[image: image597.wmf]Y
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 אם קיים חוק 
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 שאינו חוק יחידה.
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נוריד את פעולות היחידה.

5.מעבר לצורת חומסקי.
אם היה חוק מהצורה 
[image: image600.wmf]ABa
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, נוסיף משתנה חדש 
[image: image601.wmf]aa
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מכונת טיורינג (דטרמיניסטית עם סרט אחד)
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[image: image603.wmf]S

 א"ב סופי שלא מכיל את הסימן '_'.


[image: image604.wmf]G

 א"ב סופי. 
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ציור מכונת טיורינג:

אם 
[image: image608.wmf](,)(,,)
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[image: image609]
הסכם:

אם 
[image: image610.wmf](,)(,,)
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, אז לא נצייר חיצים יוצאים מ 
[image: image611.wmf]i
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 עם הסימון 
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®

.

תהי 
[image: image613.wmf]0
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, מכונת טיורינג בעלת סרט אחד.

קונפיגורציה של M הינה תיאור כולל של M:

1. המצב 
[image: image614.wmf]qQ
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 בו M נמצאת.
2. מה כתוב על הסרט (כל הסרט).
3. על איזה מקום על הסרט אנחנו מסתכלים.
סימון קונפיגורציה:
אם המצב הנוכחי אוא 
[image: image615.wmf]i
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, על הסרט כתובה המילה 
[image: image616.wmf]uv
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) והמצביע של המכונה הוא על האות הראשונה של 
[image: image618.wmf]v

, אזי נסמן: 
[image: image619.wmf]i
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קונפיגורציה: 
[image: image620.wmf]010010
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· קונפיגורציה התחלתית:
כל מכונת טיורינג דטרמיניסטית עם סרט אחד מתחילה בקונפיגורציה 
[image: image621.wmf]0
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, כאשר 
[image: image622.wmf]w

 הוא הקלט למכונה.

· קונפיגורציה מקבלת:
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· קונפיגורציה דוחה:
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 ניתנת למניה רקורסיבית (r.e) אם קיימת מכונת טיורינג M דטרמיניסטית בעלת סרט אחד, כך שלכל 
[image: image626.wmf]wL
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 ניתן להגיע מקונפיגורציה 
[image: image627.wmf]0
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 לקונפיגורציה 
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(M מקבלת את L)
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 רקורסיבית (r) אם קיימת מכונת טיורינג M דטרמיניסטית בעלת סרט אחד כך ש:

1. לכל 
[image: image631.wmf]wL
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 ניתן להגיע מקונפיגורציה 
[image: image632.wmf]0
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 ל 
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2. לכל 
[image: image634.wmf]wL
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 ניתן להגיע מקונפיגורציה 
[image: image635.wmf]0
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 ל 
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q

ab

.

(M מכריעה את L)

תרגיל:

שרטט מכונת טיורינג דטרמיניסטית בעל סרט אחד המכריעה את השפה 
[image: image637.wmf]{
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[image: image638]
אוטומט מחסניותיים (הגדרה לא פורמאלית)

זהה לאוטומט מחסנית מלבד:

1. יש לו שתי מחסניות.

2. פונקציית המעבר: 
[image: image639.wmf]1212
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טענה: L ניתנת למניה רקורסיבית 
[image: image640.wmf]Û

 קיים M אוטומט מחסניותיים, כך ש 
[image: image641.wmf]()
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הוכחה:


[image: image642.wmf]Ü


נתונה L ניתנת למניה רקורסיבית ונתונה T, מכונת טיורינג המקבלת את L.
צ"ל: קיים M אוטומט מחסניותיים, כך ש 
[image: image643.wmf]()
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[image: image644]
אופן פעולת M:

1. קורא את הקלט (עד שהוא פוגש '_') ודוחף אותו למחסנית I.

2. נעביר (ע"י push ו pop) את תכולת מחסנית I למחסנית II.
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יש לנו אוטומט מחסניותיים ואנו רוצים לממש אותו בעזרת מכונת טיורינג.

ניקח מכונת טיורינג עם שלושה סרטים: אחד בשביל הקלט ושניים בשביל לדמות את המחסניות.

סגירות שפות רקורסיביות לאיחוד

נתונות שתי שפות רקורסיביות 
[image: image647.wmf]12
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. הראה ש 
[image: image648.wmf]12
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 רקורסיבית.

פתרון:

נשתמש במכונת טיורינג עם שני סרטים. נעתיק את הקלט שעל הסרט הראשון לסרט השני, כדי לשמור עליו במקרה של שינוי. כעת נדמה את כל אחת ממכונות הטיורינג המקוריות על כל אחד מהסרטים. אם המכונה הראשונה מקבלת, נעצור כאן. אם היא לא מקבלת, נעבור למכונה השניה.
תרגול 9
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הגדרה (אחת מיני רבות)
מכונת טיורינג מונה E הינה:

· מכונת טיורינג עם שני סרטים.

· בסרט מס' II המכונה E רושמת מילים המופרדות ע"י #.
· מילים בסרט II יכולות להופיע ללא הגבלה על מספרם.
· השפה הנמנית ע"י E היא אוסף כל המילים 
[image: image649.wmf]w

, כך ש E תכתוב את 
[image: image650.wmf]w

 על סרט II.
דוגמא:

מכונת טיורינג מונה E המונה את השפה 
[image: image651.wmf]{
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 תכתוב על סרט II 
[image: image652.wmf]#0#0#0...
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תרגיל:

בנה מכונת טיורינג מונה המונה את השפה 
[image: image653.wmf]{
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אלגוריתם:

1. כתוב 
[image: image654.wmf]#01

 על סרט I.

2. חזור לתחילת סרט I והעתק את תחולתו לסרט II.
3. חזור בסרט I עד ל "1" השמאלי ביותר והחלף אותו ב "0".
4. עבור ימינה עד סימן ה _ הראשון בסרט I ונחליף אותו את ה _ שמימינו ב 11.
5. לך ל 2.
תרגיל:
הראה כי אם 
[image: image655.wmf]12
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 שפות ניתנות למניה רקורסיבית, אז גם 
[image: image656.wmf]12
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 ניתנת למניה רקורסיבית.


[image: image657.wmf]12

,

MM

 מכונות טיורינג המקבלות את 
[image: image658.wmf]12
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. נבנה M מכונת טיורינג המקבלת את 
[image: image659.wmf]12
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פתרון:

מכיוון ש 
[image: image660.wmf]12
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 r.e., קיימות שתי מכונות טיורינג 
[image: image661.wmf]12
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 שמונות את 
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[image: image663]
אם 
[image: image664.wmf]w

 מופיעה בתור מילה בסרט II או III, אז M נכנסת למצב 
[image: image665.wmf]a
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תרגיל

1. הראו כי שפות רקורסיביות סגורות למשלים.

נחליף את 
[image: image666.wmf]a
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 עם 
[image: image667.wmf]r

q

.

2. האם שפות r.e. סגורות למשלים?

דוגמא נגדית בתרגיל הבית.

	
[image: image668.wmf]1
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	חיסור, חיתוך

	חסרת הקשר
	רגולרית
	חסרת הקשר

	חסרת הקשר
	חסרת הקשר
	?

	רגולרית
	רגולרית
	רגולרית


משלים של שפה חסרת הקשר אינו בהכרח חסר הקשר.
הוכחה: 
[image: image670.wmf]ABAB
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הגדרה:

מכונת טיורינג מחשבת M המחשבת את הפונקציה 
[image: image671.wmf]:
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 הינה מכונת טיורינג רגילה עם ההבדלים הבאים:

1. היא תמיד עוצרת.

2. כאשר M עוצרת, על הסרט כתוב 
[image: image672.wmf]()
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, כאשר 
[image: image673.wmf]w
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 היה הקלט ל M.
דוגמא:

בנה מכונת טיורינג מחשבת עבור הפונקציה 
[image: image674.wmf]()2
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נניח שהקלט הוא בינארי.


[image: image675]
הגדרה: רדוקציה ע"י מיפוי Mapping Reducibility
שפה A ניתנת למיפוי ע"י רדוקציה ל B אם קיימת פונקציה 
[image: image676.wmf]**

:

AA

f

S®S

 כך ש 
[image: image677.wmf]()
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משפט

אם 
[image: image678.wmf]m

AB

£

 וגם B ניתנת להכרעה (r), אזי A ניתנת להכרעה.
משפט

אם 
[image: image679.wmf]m
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 וגם A r.e., אזי B r.e..

משפט

אם L היא r.e. וגם 
[image: image680.wmf]L

 היא r.e., אזי L היא רקורסיבית.

תזכורת:

L ניתנת להכרעה אם ורק אם L רקורסיבית אם ורק אם L היא Turing Decidable.

L ניתנת לקבלה אם ורק אם L ניתנת למניה רקורסיבית אם ורק אם L r.e. אם ורק אם L היא Turing Recognizable.


[image: image681]
תרגיל:
{M מכונת טיורינג הנעצרת על כל קלט
[image: image682.wmf]{|
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הראה כי L אינה רקורסיבית.

הוכחה (ע"י רדוקציה מ 
[image: image683.wmf]TM
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{M עוצרת על 
[image: image684.wmf]w



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image685.wmf]{,|
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נראה: 
[image: image686.wmf]TMm
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נראה מיפוי מ 
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 ל 
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נגדיר 
[image: image689.wmf]f

: על קלט 
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 נבנה 
[image: image691.wmf]/
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: בהנתן קלט 
[image: image693.wmf]x

, אם 
[image: image694.wmf]xw
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 אזי הרץ את M על 
[image: image695.wmf]w
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אם M מקבלת את 
[image: image696.wmf]w

, 
[image: image697.wmf]accept
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אם M דוחה את 
[image: image698.wmf]w

, 
[image: image699.wmf]reject
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אם M לא עוצרת, לא נעצור.

אם 
[image: image700.wmf]xw
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, 
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החזר 
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טענה: 
[image: image703.wmf](
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הוכחה:

נסמן 
[image: image704.wmf](
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[image: image705.wmf]Ü


נניח 
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ML

<>Î

.

מהגדרת L נובע כי 
[image: image707.wmf]/
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 עוצרת על כל קלט.
לכן לפי הגדרת 
[image: image708.wmf]/
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, M עוצרת על 
[image: image709.wmf]w
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לכן מהגדרת 
[image: image710.wmf]TM
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[image: image712.wmf]Þ


נניח ש 
[image: image713.wmf]/
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מהגדרת L קיים קלט 
[image: image714.wmf]x

, כך ש M לא עוצרת על 
[image: image715.wmf]x
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לפי הגדרת 
[image: image716.wmf]/
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 נובע ש M לא עוצרת על 
[image: image717.wmf]w
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לכן 
[image: image718.wmf],

TM

MwHALT

<>Ï

.

תרגיל:
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{M מקבלת את 
[image: image720.wmf]w
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נראה ש L לא ניתנת להכרעה.

נראה: 
[image: image722.wmf]TMmTM
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מכיוון ש 
[image: image723.wmf]TM
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 רקורסיבית 
[image: image724.wmf]Û

 
[image: image725.wmf]TM
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 רקורסיבית.

נסיק כי 
[image: image726.wmf]TM
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 לא רקורסיבית.

טענה: 
[image: image727.wmf]TM
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 רקורסיבית 
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[image: image729.wmf]TM
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 רקורסיבית.

הוכחת הטענה:

נניח ש 
[image: image730.wmf]TM
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 רקורסיבית.

אזי קיימת מכונת טיורינג 
[image: image731.wmf]M

 שמכריעה את 
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 ולכל 
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[image: image736.wmf]reject
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נבנה 
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 המכריעה את 
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 ע"י החלפת 
[image: image739.wmf]a
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 ו 
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 במכונה M.

נראה רדוקציה ע"י מיפוי: 
[image: image741.wmf]TMmTM
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[image: image742.wmf]f

: בהנתן קלט 
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 בנה מכונת טיורינג 
[image: image744.wmf]/
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אם 
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אם 
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, נריץ את M על 
[image: image749.wmf]w
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אם M 
[image: image750.wmf]reject

, אזי 
[image: image751.wmf]reject
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אם M 
[image: image752.wmf]accept

, אזי 
[image: image753.wmf]accept
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אם M 
[image: image754.wmf]loop

, אזי 
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החזר את 
[image: image756.wmf]/
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טענה: 
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הוכחה:

נסמן 
[image: image758.wmf](

)

/

,

fMwM

<>=<>

.
נתון 
[image: image759.wmf]/
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מהגדרת 
[image: image760.wmf]TM
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 נובע כי 
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כלומר קיים 
[image: image762.wmf]x

, כך ש 
[image: image763.wmf](

)

/

xLM

Î

.

לכן לפי הגדרת 
[image: image764.wmf]/

M

, M מקבלת את 
[image: image765.wmf]w

.

לכן 
[image: image766.wmf],

TM

MwA
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.


[image: image767.wmf]/

TM

ME
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 או 
[image: image768.wmf]/

TM

ME

<>Î

.

לכן לפי הגדרת 
[image: image769.wmf]TM

E

, 
[image: image770.wmf](

)

/

LM
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.

לכן לפי הגדרת 
[image: image771.wmf]/

M

 M לא מקבלת את 
[image: image772.wmf]w

.

לכן 
[image: image773.wmf],

TM

MwA

<>Ï

.

תרגיל:


[image: image774.wmf]21

,

MM

 מכונות טיורינג.


[image: image775.wmf]{
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הוכח כי L אינה r.e..

הוכחה:

נראה שני דברים:

1. נראה ש 
[image: image776.wmf]L

 r.e..

2. נראה ש 
[image: image777.wmf]L

 אינה רקורסיבית.
נניח שהוכחנו את א' ו ב' ונניח כי L היא r.e..

אזי לפי המשפט אם L r.e. וגם 
[image: image778.wmf]L

 r.e., אז L היא r.

L היא רקורסיבית. סתירה.

1. הוכחה לכך ש 
[image: image779.wmf]L

 היא r.e.:

נראה מכונת טיורינג M המקבלת את 
[image: image780.wmf]L

.

M: על קלט 
[image: image781.wmf]12

,

MM

<>

.

· ננחש מילה 
[image: image782.wmf]w

.

· נריץ את 
[image: image783.wmf]1

M

 על 
[image: image784.wmf]w

.
אם 
[image: image785.wmf]1

M

 עוצרת ומקבלת את 
[image: image786.wmf]w

, אזי נריץ את 
[image: image787.wmf]2

M

 על 
[image: image788.wmf]w

.

אם 
[image: image789.wmf]2

M

 מקבלת את 
[image: image790.wmf]w

, אזי 
[image: image791.wmf]accept

.

אחרת 
[image: image792.wmf]reject

.

2. נראה ש 
[image: image793.wmf]L

 אינה רקורסיבית.


[image: image794.wmf]f

: כקלט 
[image: image795.wmf],

Mw

<>

.
צור מכונת טיורינג 
[image: image796.wmf]/

M

.


[image: image797.wmf]/

M

: בהנתן קלט 
[image: image798.wmf]x

:

· אם 
[image: image799.wmf]xw

¹

, 
[image: image800.wmf]reject

.

· אם 
[image: image801.wmf]xw

=

:
הרץ את M על 
[image: image802.wmf]w

.

אם M מקבלת את 
[image: image803.wmf]w

, 
[image: image804.wmf]accept

.

אם M דוחה את 
[image: image805.wmf]w

, 
[image: image806.wmf]reject

.

החזר 
[image: image807.wmf]'/

,

MM

<>

.

טענה: 
[image: image808.wmf](

)

,,

TM

MwAfMwL

<>ÎÛ<>Î

.

הוכחה:

נסמן 
[image: image809.wmf](

)

//

,,

fMwMM

<>=<>

.


[image: image810.wmf]Ü


יהי 
[image: image811.wmf]//

,

MML

<>Ï

.

מהגדרת L: 
[image: image812.wmf]//

()()

LMLM

=Æ

I

.

לכן 
[image: image813.wmf]/

()

LM

=Æ

.

לכן מהגדרת 
[image: image814.wmf]/

M

: M לא מקבלת את 
[image: image815.wmf]w

.

לכן 
[image: image816.wmf],

TM

MwA

<>Ï

.


[image: image817.wmf]Þ


יהי 
[image: image818.wmf]//

,

MML

<>Î

.

לכן 
[image: image819.wmf]//

()()

LMLM

¹Æ

I

.

לכן קיים 
[image: image820.wmf]/

()

xLM

Î

.

לכן מהגדרת 
[image: image821.wmf]/

M

 נובע ש 
[image: image822.wmf]M

 מקבלת את 
[image: image823.wmf]w

.

לכן 
[image: image824.wmf],

TM

MwA
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.
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שאלה:
נתונה שפה L. האם L רקורסיבית? האם L r.e.?

דרכים לפתרון:

שפה רקורסיבית – R
שפה r.e. – RE
שפה לא רקורסיבית – NOTR
שפה לא r.e. – NOTRE
בשביל להראות ש L שפה r.e. ניתן:

1. להראות מכונת טיורינג המקבלת את L (ולהוכיח זאת).

2. להראות 
[image: image825.wmf]m

LRE

£

. אם 
[image: image826.wmf]m

LRE

£

 אז 
[image: image827.wmf]()

fwLfwRE

$ÎÛÎ

.
3. להראות ש L רקורסיבית.
בשביל להראות ש L היא לא r.e. אפשר:

1. להראות ש 
[image: image828.wmf]L

 r.e. וגם (
[image: image829.wmf]L

 לא רקורסיבית או 
[image: image830.wmf]L

 לא רקורסיבית).

2. 
[image: image831.wmf]m

NOTREL

£

.
3. 
[image: image832.wmf]TMm

AL

£

. זאת משום שהדבר שקול ל 
[image: image833.wmf]TMm

AL

£

.
טענה: 
[image: image834.wmf]TM

A

 היא לא r.e..

הוכחה: 
[image: image835.wmf]TM

A

 היא r.e., אבל 
[image: image836.wmf]TM

A

 לא רקורסיבית.


[image: image837.wmf]()
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בשביל להראות ש L רקורסיבית אפשר:

1. להראות מכונת טיורינג המכריעה את L (ולהוכיח).

2. 
[image: image838.wmf]m

LR

£

.
3. להראות ש 
[image: image839.wmf]L

 וגם 
[image: image840.wmf]L

 הן r.e..
בשביל להראות ש L לא רקורסיבית אפשר:

1. 
[image: image841.wmf]m

NOTRL

£

.

2. 
[image: image842.wmf]L

 או 
[image: image843.wmf]L

 לא r.e..
3. להניח ש L רקורסיבית, להשתמש במכונה המכריעה בשביל לבנות מכונת טיורינג המכריעה שפה לא רקורסיבית (לדוגמא 
[image: image844.wmf]TM

A

) ולהגיע לסתירה.

תרגיל
הוכח כי השפה הבאה אינה רקורסיבית:

{
[image: image845.wmf]2

M

 היא מכונת טיורינג מינימלית המקבלת את אותה שפה כמו 
[image: image846.wmf]1

M

 
[image: image847.wmf]12
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LMM
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.

מכונה מינימלית היא מכונה בעלת מספר מצבים מינימלי.

הוכחה:

נניח בשלילה ש 
[image: image848.wmf]L

 רקורסיבית.

לכן קיימת מכונת טיורינג M המכריעה את 
[image: image849.wmf]L

.

נבנה מכונת טיורינג 
[image: image850.wmf]/

M

 המכריעה את 
[image: image851.wmf]TM

E

.


[image: image852.wmf]{
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[image: image853.wmf]/

M

 על קלט 
[image: image854.wmf]N

<>

:
- 
[image: image855.wmf]N

<>

 לא קידוד של מכונת טיורינג – דחה.

- מריצה את M עם הקלט 
[image: image856.wmf],

NE

<>

 כאשר 
[image: image857.wmf]E

 מכונת טיורינג קטנה ביותר המקבלת שפה ריקה.

אם M מקבלת את 
[image: image858.wmf],

NE

<>

, קבל.

אחרת, דחה.

טענה: 
[image: image859.wmf]/

M

 מכריעה את 
[image: image860.wmf]TM

E

.

הוכחה:

אם 
[image: image861.wmf]TM

ME

<>Î

, אזי מהגדרת 
[image: image862.wmf]TM

E

 נובע ש 
[image: image863.wmf]()

LM
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.

לכן 
[image: image864.wmf],

MEL

<>Î

 בגלל ש 
[image: image865.wmf]()()

LMLE

=

 וגם E מינימלית.
לכן M מקבלת 
[image: image866.wmf],

ME

<>

 ומשום כך 
[image: image867.wmf]/

M

 מקבלת 
[image: image868.wmf]M

<>

.

אם 
[image: image869.wmf]TM

ME

<>Ï

:

מקרה א':


[image: image870.wmf]M

<>

 אינו קידוד חוקי של מכונת טיורינג 
[image: image871.wmf]Ü

 
[image: image872.wmf]/

M

 דוחה את 
[image: image873.wmf]M

<>

.

מקרה ב':


[image: image874.wmf]M

<>

 קידוד חוקי של מכונת טיורינג.

כיוון ש 
[image: image875.wmf]TM

ME

<>Ï

, אז 
[image: image876.wmf]()

LM
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. לכן 
[image: image877.wmf]()()

LMLE

¹

.

לכן 
[image: image878.wmf],

MEL
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 ומשום כך M דוחה את 
[image: image879.wmf],

ME

<>

 ולכן 
[image: image880.wmf]/

M

 דוחה את 
[image: image881.wmf]M

<>

.

שאלה:

הוכיחו שאם L שפה הניתנת להכרעה ע"י מכונת טיורינג עם סרט אחד, אזי יש מכונה 
[image: image882.wmf]/

M

 המכריעה את L ולה שני סרטים ורק מצב אחד.

הוכחה:

הרעיון: נשתמש בסרט השני של 
[image: image883.wmf]/

M

 כדי לרשום מה המצב הנוכחי של M.
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שאלה:

נתון:

א. 
[image: image887.wmf]S

 א"ב וישנו סימן 
[image: image888.wmf]#

ÏS

.

ב. 
[image: image889.wmf]{

}
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 r.e..

הוכח: השפה B ניתנת למניה רקורסיבית:


[image: image890.wmf](
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הוכחה:

נבנה מכונת טיורינג M המקבלת את B (נניח ש T מכונת טיורינג המקבלת את A):

M על קלט 
[image: image891.wmf]1

w

:

- מנחשים מילה 
[image: image892.wmf]2

w

.

- מריצים את T על הקלט 
[image: image893.wmf]12

#

ww

<>

.

אם T מקבלת, נקבל.

תרגיל:

{M מכונת טיורינג אשר:



[image: image894.wmf]{|

LM
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א. על קלט באורך קטן מ 10 היא מקבלת.

ב. דוחה קלטים באורך 10.

ג. לא נעצרת על קלטים באורך גדול מ 10.

האם L רקורסיבית?
האם L r.e.?

פתרון:

L היא לא r.e..

נעשה רדוקציה 
[image: image895.wmf]TMm

AL

£

.


[image: image896.wmf]f

M

 על קלט 
[image: image897.wmf],

Mw

<>

:

1. אם 
[image: image898.wmf]M

<>

 איננה קידוד חוקי, המכונה מחזירה 
[image: image899.wmf]T

<>

, כך ש 
[image: image900.wmf]TL

<>Î

.

2. נבנה מכונת טיורינג T אשר על קלט 
[image: image901.wmf]x

:
- 
[image: image902.wmf]||10

x

<

 עוצרת ומקבלת.

- 
[image: image903.wmf]||10

x

=

 עוצרת ודוחה.

- 
[image: image904.wmf]||10

x

>

:


- אם M מקבלת את 
[image: image905.wmf]w

, אז נקבל ונעצור.


- אם M דוחה את 
[image: image906.wmf]w

, ניכנס ללולאה אינסופית.
נחזיר 
[image: image907.wmf]T
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.
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{ L ניתנת ע"י מכונת טיורינג דטרמיניסטית בזמן 
[image: image908.wmf](
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[image: image909.wmf](
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{ L ניתנת ע"י מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית בזמן 
[image: image910.wmf](
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[image: image911.wmf](

)

(){|

NTIMEfnL

==



[image: image912.wmf]()
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[image: image913.wmf]()
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פונקציה 
[image: image914.wmf]**

:

f

S®S

 תקרא פונקציה הניתנת לחישוב בזמן פולינומיאלי, אם קיימת מכונת טיורינג אשר מחשבת את 
[image: image915.wmf]f

 בזמן 
[image: image916.wmf]()

c

On

 עבור קבוע 
[image: image917.wmf]c

 כלשהו שאינו תלוי בקלט.
נגיד כי שפה A ניתנת לרדוקציה ע"י מיפוי בזמן פולינומיאלי לשפה B 
[image: image918.wmf]()

p

AB

£

 אם קיימת פונקציה 
[image: image919.wmf]f

 הניתנת לחישוב בזמן פולינומיאלי כך ש: 
[image: image920.wmf]()
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.

שפה L תקרא NP-COMPLETE אם שני התנאים הבאים מתקיימים:

א. 
[image: image921.wmf]LNP

Î

.

ב. עבור שפה A שידוע שהיא NPC מתקיים 
[image: image922.wmf]p

AL

£

. במילים אחרות: לכל שפה B ב NP מתקיים 
[image: image923.wmf]p

BL

£

).

מה צריך לעשות כדי להראות ששפה L הינה NPC?

א. 
[image: image924.wmf]LNP

Î

: להראות מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית שמכריעה את L בזמן פולינומיאלי באורך הקלט.

ב. להראות רדוקציה 
[image: image925.wmf]p

AL

£

 עבור שפה A, שידוע לנו כבר שהיא NPC.

חשוב להראות שהרדוקציה עובדת בזמן פולינומיאלי באורך הקלט.

משפט Cook
אם 
[image: image926.wmf]ANP

Î

, אז 
[image: image927.wmf]p

ASAT

£

.

{
[image: image928.wmf]G

 גרף לא מכוון אשר יש בו קליקה בגודל 
[image: image929.wmf]k



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image930.wmf]{,|
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{ב 
[image: image931.wmf]G

 קיים VC בגודל 
[image: image932.wmf]k



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image933.wmf]_{,|
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{
[image: image934.wmf]G

 גרף לא מכוון בעל קבוצת קודקודים בלתי תלויה בגודל 
[image: image935.wmf]k



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image936.wmf]{,|
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יהי 
[image: image937.wmf](,)

GVE
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תת קבוצה 
[image: image938.wmf]SV

Í

 תקרא קבוצה בלתי תלויה (Independent Set) אם לכל 
[image: image939.wmf],

uvS

Î

 מתקיים 
[image: image940.wmf](,)

uvE

Ï

.

תת קבוצה 
[image: image941.wmf]SV

Í

 תקרא Vertex Cover אם לכל קשת 
[image: image942.wmf](,)

uvE

Î

 מתקיים 
[image: image943.wmf]uSvS

ÎÚÎ

.

תרגיל:

הראו כי 
[image: image944.wmf]p

ISVC

£

.

בהנתן 
[image: image945.wmf],

Gk
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 נכתוב כפלט 
[image: image946.wmf],||

GVk

<->

. קל לראות שהרדוקציה פולינומיאלית.
טענה: 
[image: image947.wmf],||,

GVkVCGkIS

<->ÎÛ<>Î

.

הוכחה:
נניח ש 
[image: image948.wmf],

GkIS
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. אזי קיימת קבוצה בלתי תלויה ב 
[image: image949.wmf]G

 בגודל 
[image: image950.wmf]k

. נסמנה באות 
[image: image951.wmf]I

.
טענה: 
[image: image952.wmf]\

VI

 הינה Vertex Cover.הוכחת הטענה:

נניח בשלילה ש 
[image: image953.wmf]\

VI

 אינה VC. אזי קיימת 
[image: image954.wmf](,)

uvE

Î

 כך ש 
[image: image955.wmf],\

uvVI

Ï

. אזי 
[image: image956.wmf],

uvI

Î

. זו סתירה להוכחה ש 
[image: image957.wmf]I

 קבוצה בלתי תלויה.

מכיוון ש 
[image: image958.wmf]||

Ik

=

, גודל ה VC הינו 
[image: image959.wmf]||

Vk

-

.

לכן קיימת VC ב G שגודלה הוא 
[image: image960.wmf]||
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