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מכונות טיורינג

Alan Turing – מתמטיקאי אנגלי שהתעניין בשאלה מהן פונקציות שניתן לחשב אותן.

למכונה ישנו סרט שאינו מוגבל מבחינת הכיוון. לסרט יש התחלה. בכל משבצת על הסרט ניתן לכתוב אות. לאחר שמסתיים הקלט, שאר המשבצות הן רווחים (' '). הקלט הוא סופי.

	_
	_
	_
	_
	d
	c
	b
	a


[image: image1332.wmf]0

q


[image: image1333.wmf]__,

R

®


בכל צעד המכונה סורקת אות של הסרט ובהתאם לאות ולמצב הפנימי מבצעת:

1. משנה (או לא משנה) את האות.

2. זזה צעד אחד ימינה או שמאלה.
3. נכנסת למצב חדש (אולי אותו מצב).
במצב 
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 המכונה קיבלה את הקלט. מ 
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 לא ניתן להגיע למצב אחר.
ישנו מצב 
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, שאם המכונה מגיעה אליו, אנו אומרים שהמכונה דוחה את הקלט. גם במצב זה המכונה נעצרת.

יתכן שמכונה מסויימת על קלט מסויים לא תגיע ל 
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 ולא תגיע ל 
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 - "המכונה לא נעצרת".

אם M היא מכונת טיורינג, אז 
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 היא קבוצת המילים ש M מקבלת.

דוגמא:
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 קבוצות סופיות.

Q קבוצת מצבים.


[image: image13.wmf]S

 א"ב קלט.
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 א"ב סרט.

קיים 
[image: image15.wmf]_

ÎG-S

.


[image: image16.wmf]0

qQ

Î

 מצב התחלתי.
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 מצב מקבל.
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 מצב דוחה.

נסמן 
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לכל מצב 
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 מתקיים 
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 (כיוון התזוזה של הראש).


[image: image24.wmf]{

}

/

:,

QQLR

d

´G®´G´



[image: image25.wmf](,)

a

qx

d

 מצב לא מוגדר.

קונפיגורציה או תיאור רגעי היא מילה שמתארת את מצב הסרט והמכונה בצעד מסויים.
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 והמקום של 
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 אומר שהראש סורק את 
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 יש רק _.

אם 
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 היא קונפיגורציה מקבלת. אם 
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קונפיגורציה התחלתית: 
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אם ניתן להגיע מ 
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 ע"י צעד אחד של המכונה, נסמן 
[image: image39.wmf]12

|

m

CC

-

.

נניח ש 
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ונניח שאם 
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נניח ש 
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 (הראש נמצא במשבצת השמאלית ביותר).

נניח שאם 
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 (לא ניתן ללכת שמאלה מהמשבצת השמאלית ביותר).

נסמן ב 
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 את הסגור הרפלקסיבי והטרנזיטיבי של 
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קונפיגורציה התחלתית של M על קלט 
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הגדרה:

M מקבלת את 
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 אם קיימת קונפיגורציה מקבלת 
[image: image56.wmf]a

C

, כך ש 
[image: image57.wmf]*

00

|

Ma

CqwC

=-

 (ב 
[image: image58.wmf]a

C

 המצב הוא 
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M דוחה את 
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 אם קיימת קונפיגורציה דוחה 
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הערה:

אם M לא מקבלת את 
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, יתכנו שני מקרים:

1. M דוחה את 
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2. M לא נעצרת על 
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 (לא מגיעה אף פעם לקונסטרוקציה דוחה או מקבלת).

קיימת סדרה אינסופית של קונפיגורציות 
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אם M לא דוחה את 
[image: image72.wmf]w

, יתכנו שני מקרים:

1. M מקבלת את 
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2. M לא נעצרת על 
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 (כמו במקרה הקודם).
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 - קבוצת המילים ש 
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 מקבלת.

הגדרה:
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. L נקראת R.E. (Recursively Enumerable). בעברית: "ניתנת למניה רקורסיבית". נקראת גם Turing Recognizable. זאת אם קיימת מכונת טיורינג M כך ש 
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הגדרה:

מכונת טיורינג M היא מכונת הכרעה אם לכל קלט 
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, M נעצרת על 
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 (כלומר מגיעה למצב 
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 או מגיעה למצב 
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הגדרה:

שפה 
[image: image84.wmf]*

L

ÍS

 היא רקורסיבית (Turing Decidable – ניתנת להכרעה) אם קיימת מכונת טיורינג מכריעה M כך ש 
[image: image85.wmf]()

LLM

=

.
אם L שפה רקורסיבית ו M מכונת טיורינג לפי הגדרה זו, אז לכל 
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 אז M נעצרת על 
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 במצב 
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נקבע שכל מקרה שלא מופיע בשרטוט ילך ל 
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 ניתנת להכרעה.

אנו עדיין לא יודעים האם כל שפה שהיא R.E. היא גם רקורסיבית.

לעיתים נוח לנו לעבוד לא עם ההגדרה הבסיסית של מכונת טיורינג, אלא עם מודל אחר שנוח יותר לעבוד איתו. לכן נסתכל גם על מודלים אחרים.

נניח שיש מכונת טיורינג עם מעבר מסוג S (Stay) בתוספת לשמאל ולימין (L ו R).
נניח ש M היא מכונה עם S. נבנה מכונה 
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 (בלי S), המקבלת בדיוק את אותן מילים כמו M:
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 יהיו כל המצבים של M ותוספת קבוצת מצבים חדשה 
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מכונה עם סרט אינסופי בשני הכיוונים

במצב ההתחלתי הראש סורק את האות השמאלית ביותר של הקלט.
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במכונה זו מותר לנוע שמאלה מהאות השמאלית ביותר.
נניח שהמכונה היא בקונפיגורציה 
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, כלומר המכונה זזה שמאלה מהאות השמאלית ביותר שאיננה _.

מכונה זו יותר נוחה לשימוש. ברור שכל מה שניתן לחשב עם מכונה רגילה ניתן לחשב גם עם מכונה זו.

נראה שמכונת טיורינג רגילה יכולה להתנהג בדיוק כמו מכונת טיורינג דו כיוונית.

נניח ש M היא מכונת טיורינג עם סרט אינסופי בשני הכיוונים.

נבנה 
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, מכונת טיורינג רגילה המתנהגת בדיוק כמו M.
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 תמיד יזיז את הראש בכיוון הפוך לזה של 
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'=' הוא רווח של 
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הצעדים הראשונים של 
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 יהיו להעביר את הקונפיגורציה 
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 לקונפיגורציה 
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נניח שעשינו זאת וב M מתקיים 
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מכונות רב סרטיות

במכונות אלו ישנם 
[image: image125.wmf]k

 סרטים. הקלט נמצא על קלא מספר 1 וכל שאר הסרטים הם ריקים.

למכונה יש גם 
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 ראשים. כל ראש סורק אות בסרט אחר ויכול נוע בכיוונים שונים מאלה של האחרים.

בקונפיגורציה ההתחלתית כל ראש נמצא בתחילת הסרט שלו.
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קונפיגורציה תתואר:
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קונפיגורציה התחלתית על 
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כלומר, לכל 
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מכונה רגילה היא רב סרטית עם 
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המצבים 
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 הם כמו במכונה רגילה.

משפט

כל מכונה עם 
[image: image139.wmf]k

 סרטים שקולה למכונת טיורינג רגילה.

הסבר לרעיון ההוכחה:
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 מופיעה רק במקום אחד על פס מסויים ומסמנת את מיקום הראש.

בהתחלה המכונה צריכה להעביר את הקלט על הסרט למצב בו היא תוכל לבצע את הסימולציה של מכונה עם 
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 סרטים.
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קידוד מכונות טיורינג

קידוד א"ב סופי 
[image: image153.wmf]S

 נתון בא"ב בסיסי 
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קידוד של מכונות טיורינג
נגדיר א"ב אוניברסלי 
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נתונה מכונת טיורינג 
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נקודד את המצבים בצורה הבאה:
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טבלת המעברים (
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נקודד את M באמצעות הא"ב 
[image: image173.wmf]S
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 (הקידוד בהתחלה הוא של המעבר 
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תהי M מכונת טיורינג מעל 
[image: image176.wmf]S

, כך ש 
[image: image177.wmf]*
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. נסמן ב 
[image: image178.wmf],
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 את המילה 
[image: image179.wmf]*
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משפט (ללא הוכחה)

קיימת מכונת טיורינג אוניברסלית U, שכאשר היא מקבלת קלט 
[image: image180.wmf],
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 (מעל א"ב 
[image: image181.wmf]S

 כלשהו), היא מפעילה את M על 
[image: image182.wmf]u

 ופועלת כך:

1. אם M מקבלת את 
[image: image183.wmf]u

, אז U מקבלת את 
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 (ונעצרת).

2. אם M דוחה את 
[image: image185.wmf]u

, אז U דוחה את 
[image: image186.wmf],
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 (ונעצרת).
3. אם M לא נעצרת על 
[image: image187.wmf]u

, אז גם U לא נעצרת על 
[image: image188.wmf],
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חשוב לזכור שיש הבחנה בין המכונה עצמה ובין הקידוד שלה.
הנחה: אם U קיבלה קלט שאיננו מהצורה 
[image: image190.wmf],

Mu

<>

, אפשר לדחות את הקלט או להכנס למצב מיוחד 
[image: image191.wmf]i

q

 (illegal) שיסמן קלט לא חוקי.

מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית
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אין מצב 
[image: image193.wmf]r
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. יש לציין כי בספר ישנו מצב 
[image: image194.wmf]r
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, אך אין לו שום תפקיד.

[image: image1336.wmf]r
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כלומר, לכל 
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 ולכל 
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 מתקיים:
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יתכן 
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אלטרנטיבה:
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 לכל 
[image: image203.wmf]x
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קונפיגורציה – מוגדרת כמו קודם.

אם 
[image: image204.wmf]1

C

 ו 
[image: image205.wmf]2

C

 הן שתי קונפיגורציות, נגדיר 
[image: image206.wmf]12
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 אם הקונפיגורציה 
[image: image207.wmf]2

C

 יכולה להתקבל מ 
[image: image208.wmf]1
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 לפי חוקי M.

יתכן:
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נגדיר: 
[image: image210.wmf]*
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 הוא הסגור הרפלקסיבי והטרנזיטיבי של 
[image: image211.wmf]|

M

-

.
קונפיגורציה 
[image: image212.wmf]a

C

 תקרא קונפיגורציה מקבלת אם המצב שבה הוא 
[image: image213.wmf]a

q

.

הגדרה:

נאמר ש M מקבלת את 
[image: image214.wmf]w

 אם קיימת קונפיגורציה מקבלת 
[image: image215.wmf]a
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 כך ש 
[image: image216.wmf]*

0

|

Ma

qwC

-

.

(
[image: image217.wmf]0
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 היא הקונפיגורציה ההתחלתית)

M מקבלת את 
[image: image218.wmf]w

 אם אפשר להגיע למצב 
[image: image219.wmf]a
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ניח ש C קונפיגורציה.


[image: image220.wmf]{
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 היא קבוצת כל הקונפיגורציות שיכולות להתקבל מ 
[image: image221.wmf]C

.

הגדרה:

M דוחה את 
[image: image222.wmf]w

 אם 
[image: image223.wmf]0
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 היא סופית ואין בה אף קונפיגורציה מקבלת.

נראה שאנו תמיד יכולים להכריע האם מכונת הטיורינג הלא דטרמיניסטית קיבלה או דחתה את הקלט.

נתונה מכונה M ונתון קלט 
[image: image224.wmf]w

. נבנה את עץ החישוב. בשורש נמצאת הקונפיגורציה ההתחלתית. בבנים של השורש נמצאות כל הקונפיגורציות שיכולות להתקבל ממנו.


[image: image225]
נניח ש M מקבלת את 
[image: image226.wmf]w

. אז קיים קודקוד שהוא צאצא של 
[image: image227.wmf]0

C

 שבו הקונפיגורציה היא קונפיגורציה מקבלת.
בניית העץ לפי רמות (חיפוש לרוחב) תגלה את 
[image: image228.wmf]a

C

.

יתכן שיש גם ענפים אינסופיים בעץ, אבל הם לא יפריעו.

אם 
[image: image229.wmf](,)
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, אז מהקונפיגורציה מהצורה 
[image: image230.wmf]uqau

 לא מתקבלת אף קונפיגורציה אחרת 
[image: image231.wmf]()
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נניח ש M דוחה את 
[image: image232.wmf]w
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[image: image233.wmf]0
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 סופית. ניתן לבנות את 
[image: image234.wmf]0
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 ולבדוק שאין בה קונפיגורציה מקבלת.
הערה: יתכן ש 
[image: image235.wmf]0
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 סופית, אבל בעץ יש ענף אינסופי.

אם מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית NDTM פועלת על 
[image: image236.wmf]w

, יתכן:

1. M מקבלת את 
[image: image237.wmf]w

.

2. M דוחה את 
[image: image238.wmf]w

.
3. לא מקבלת ולא דוחה (ואז יש לפחות ענף אינסופי אחד).
במקרים א' וב' יתכנו ענפים אינסופיים.

האם מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית שקולה למכונה דטרמיניסטית?
כיוון 1: תרגיל.

משפט

תהי M מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית. אזי קיימת מכונת טיורינג (רגילה דטרמיניסטית) 
[image: image239.wmf]/

M

 כך שלכל קלט 
[image: image240.wmf]w

 מתקיים:

1. M מקבלת את 
[image: image241.wmf]w

 
[image: image242.wmf]Û

 
[image: image243.wmf]/
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 מקבלת את 
[image: image244.wmf]w

.

2. M דוחה את 
[image: image245.wmf]w

 
[image: image246.wmf]Û

 
[image: image247.wmf]/

M

 דוחה את 
[image: image248.wmf]w

.

[image: image249.wmf]/

M

 "בודקת" את עץ החישוב לפי רמות.

ל 
[image: image250.wmf]/

M

 יש כמה סרטים:

[image: image251]
על סרט 1 נרשמות כל הקונפיגורציות המתקבלות מ 
[image: image252.wmf]0
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 באופן ישיר. בנוסף הדבר מועתק להיסטוריה (פרט לקונפיגורציות שכבר קיימות בהיסטוריה).


[image: image253]
סרטים 1 ו 2 מתחלפים בתפקידים.


[image: image254]
אם M מקבלת את 
[image: image255.wmf]w

, 
[image: image256.wmf]/

M

 ימצא קונפיגורציה מקבלת ואז 
[image: image257.wmf]/

M

 יקבל.

אם M דוחה, אז 
[image: image258.wmf]/

M

 יגיע לשלב שבו על סרט 1 או 2 לא תכתב אף קונפיגורציה (משום שכל הקונפיגורציות הופיעו קודם בהיסטוריה או שפונקציית המעבר היא 
[image: image259.wmf]Æ

). אף קונפיגורציה לא מקבלת ואז 
[image: image260.wmf]/
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 דוחה.
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M (NDTM) דוחה את 
[image: image261.wmf]w

 אם 
[image: image262.wmf]0
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 סופית ו M לא מקבלת את 
[image: image263.wmf]w

.

M NDTM-f – הכל כנ"ל, פרט ל:

M דוחה את 
[image: image264.wmf]w

 אם:

1. M לא מקבלת את 
[image: image265.wmf]w

.

2. בעץ החישוב כל הענפים סופיים.

ההגדרות שקולות.

נניח ש M היא NDTM-f ודוחה את 
[image: image266.wmf]w

. אז בוודאי ש 
[image: image267.wmf]0
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 סופית.

נניח ש M היא NDTM.

נגדיר 
[image: image268.wmf]/

M

 שהיא NDTM-f. המכונה תפעל בצורה הבאה:

היא תפעל כמו M, אבל בתוספת של סרט "היסטוריה". בכל צעד של M, 
[image: image269.wmf]/

M

 תשווה את הקונפיגורציה החדשה עם הקונפיגורציות על סרט ההיסטוריה.

אם הקונפיגורציה החדשה לא מקבלת ושווה לקונפיגורציה על סרט ההיסטוריה, אז 
[image: image270.wmf]/

M

 תעצור.

אם הקונפיגורציה החדשה לא מקבלת ושונה מכל קונפיגורציה בהיסטוריה, אז 
[image: image271.wmf]/

M

 תוסיף את הקונפיגורציה החדשה להיסטוריה ותכנס לקונפיגורציה החדשה.

משפט

L היא r.e. אם ורק אם קיימת מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית M, כך ש 
[image: image272.wmf]()
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הגדרה א':

אם M היא NDTM, אז M תקרא מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית מכריעה, אם לכל קלט 
[image: image273.wmf]w

, M מקבל את 
[image: image274.wmf]w

 או M דוחה את 
[image: image275.wmf]w

.

הגדרה ב':

M מכריעה אם לכל קלט 
[image: image276.wmf]w

 כל הענפים בעץ החישוב של M על 
[image: image277.wmf]w

 הם סופיים.

ברור שאם M מקיימת את ב', אז היא מקיימת את א'.

מכונה M יכולה לקיים את 
[image: image278.wmf]w

, אבל יתכן שבעץ החישוב יהיו ענפים אינסופיים.
לכן אם M מקיימת את א', היא לא בהכרח מקיימת את ב'.

תרגיל: הוכח שאם M מקיימת את א', קיימת 
[image: image279.wmf]/

M

 שקולה המקיימת את ב'.

מסקנה מהסימולציה של NDTM ע"י מכונת טיורינג:

אם L היא רקורסיבית (ניתנת להכרעה), אז קיימת M NDTM שמכריעה את L ולהיפך: אם קיימת M NDTM שמכריעה את L, אז L רקורסיבית.

הגדרנו שני מושגים: recursive ו recursive enumerable. ראינו שלגבי שניהם ניתן להשתמש במכונת טיורינג רגילה ובמכונת טיורינג לא דטרמיניסטית. בהמשך נראה הבדל בין המושגים.
מכונת טיורינג מונה Enumerator

[image: image280]
על סרט הפלט המכונה זזה רק ימינה וכותבת רק סימנים מתוך 
[image: image281.wmf]{
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נסתכל על סרט הפלט:


[image: image282.wmf]####_
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מילות הפלט הן: 
[image: image283.wmf],,,
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בתחילת העבודה אין כלום בסרט הקלט. ל M אין מצבים 
[image: image284.wmf]a

q

 ו 
[image: image285.wmf]r
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.
תהי M מכונה מונה. נסמן ב 
[image: image286.wmf]()
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 את קבוצת המילים 
[image: image287.wmf]*
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 המוגדרות כך:


[image: image288.wmf]()
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 אם ורק אם קיים 
[image: image289.wmf]n

, כך שאחרי 
[image: image290.wmf]n

 צעדים 
[image: image291.wmf]w

 מופיעה על סרט הפלט בין 2 סימני # (או ש 
[image: image292.wmf]w

 מופיעה בהתחלת הסרט).

משפט

שפה L היא r.e. אם ורק אם קיימת מכונה מונה M כך ש 
[image: image293.wmf]()
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הוכחה:


[image: image294.wmf]Þ


נתונה L. נניח M מונה 
[image: image295.wmf]()
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. נבנה 
[image: image296.wmf]/

M

 מכונת טיורינג כך ש 
[image: image297.wmf]/
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[image: image298.wmf]/
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 תפעל על קלט 
[image: image299.wmf]*

w

ÎS

 בצורה הבאה:


[image: image300.wmf]/

M

 תבצע סימולציה של M (באמצעות המכונה האוניברסלית U).

בכל פעם ש M תכתוב # על סרט הפלט, 
[image: image301.wmf]/

M

 תשווה את המילה האחרונה בפלט ל 
[image: image302.wmf]w

. אם יש שוויון, 
[image: image303.wmf]/
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 נעצרת ומקבלת.

טענה: 
[image: image304.wmf]()()
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נניח ש 
[image: image305.wmf]()
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. לכן אחרי מספר סופי של צעדים 
[image: image306.wmf]w

 יופיע על סרט הפלט בין #. 
[image: image307.wmf]/
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 תגלה שוויון בין מילת הפלט ובין 
[image: image308.wmf]w

 ואז 
[image: image309.wmf]/
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 תקבל את 
[image: image310.wmf]w

.

(להשלים)

סרט הפלט בין #. אז 
[image: image311.wmf]/

M

 תגלה שוויון בין מילת הפלט ו 
[image: image312.wmf]w

. אז 
[image: image313.wmf]/
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 תקבל את 
[image: image314.wmf]w

. לכן 
[image: image315.wmf]/
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 ומתקיים 
[image: image316.wmf]/
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נניח ש 
[image: image317.wmf]/
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. 
[image: image318.wmf]/
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 מצא ש 
[image: image319.wmf]w

 שווה למילת פלט, כלומר 
[image: image320.wmf]()
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. לכן 
[image: image321.wmf]/
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[image: image323.wmf]Ü


נניח ש M מכונת טיורינג המקבלת את L: 
[image: image324.wmf]()
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נבנה מכונה מונה 
[image: image325.wmf]/
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 כך ש 
[image: image326.wmf]/
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מקרה פשוט: M מכונה מכריעה.

נניח ש 
[image: image327.wmf]012
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 אנומרציה של כל המילים ב 
[image: image328.wmf]*
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. למשל נניח 
[image: image329.wmf]{
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אם נגדיר סדר לקסיקוגרפי 
[image: image331.wmf]abc
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, אז 
[image: image332.wmf]012
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 הוא פשוט סידור של 
[image: image333.wmf]*
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 כמו במילון.

ברור שמכונת טיורינג יכולה לייצר את איברי 
[image: image334.wmf]*
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 בסדר הנ"ל.
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[image: image336.wmf]/
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 תפעל כך:

0. תפעיל את M על 
[image: image337.wmf]0
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. מובטח ש M תעצור (כי M מכריעה). אם M דוחה, אז 
[image: image338.wmf]/

M

 עוברת לשלב הבא. אם M מקבלת, אז 
[image: image339.wmf]/
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 כותבת את 
[image: image340.wmf]0
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 על סרט הפלט.

1. כנ"ל עם 
[image: image341.wmf]1
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.
k. כנ"ל עם 
[image: image342.wmf]k
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ברור ש 
[image: image343.wmf]/
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הבעיה: M לא בהכרח עוצרת על כל קלט.

לכן 
[image: image344.wmf]/
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 תפעל לפי השלבים הבאים:

שלב 1: צעד אחד של M על 
[image: image345.wmf]1
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.

שלב 2: שני צעדים של M על 
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שלב k: k צעדים של M על 
[image: image347.wmf]12

,,...,

k

sss

.

אם בשלב מסויים k, M מקבלת את 
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 כותבת את 
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 על סרט הפלט.

טענה: אם 
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הסבר:
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קיים 
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 כך ש M מקבל את 
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 אחרי 
[image: image357.wmf]j

 צעדים.

יהי 
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 תכתוב את 
[image: image366.wmf]w

 על הפלט.

לכן 
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כמו כן ברור שאם 
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1. מכונה מקבלת / דוחה / לא נעצרת.
2. מכונה מונה.
3. מכונת טיורינג מחשבת.
הגדרה

נניח ש M מכונת טיורינג מעל 
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 א"ב נתון. M היא אלגוריתם מחשב (אלגוריתם טיורינג) אם לכל 
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 M משאירה על הסרט מילה 
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 את המילה שנשארת על הסרט כאשר M מקבלת את 
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תהי 
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 היא ניתנת לחישוב (ע"י מכונת טיורינג) אם קיימת מכונת טיורינג מחשבת M כך ש:
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2. 
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התיזה של Church-Turing
פונקציה היא ניתנת לחישוב אם קיים אלגוריתם טיורינג שמחשב אותה.
ישנן הגדרות שונות של המושג "ניתנת לחישוב":

· "פונקציות רקורסיביות חלקיות".

· האלגוריתם של מרקור.
· RAM – Random Access Machine. מדובר במכונה שדומה יותר למחשב (עם תאי זיכרון).
· מכונות טיורינג.
כל ההגדרות האלה שקולות. הדבר מחזק את אמונתנו בתיזה.

ניתן להרחיב מכונה מחשבת למכונה לא דטרמיניסטית.

M, מכונת טיורינג לא דטרמיניסטית, היא מכונה מחשבת אם לכל 
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 לכל קונפיגורציה מקבלת הנובעת מ 
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 נשארת אותה תוצאה על הסרט.

הגדרנו שני סוגי קבוצות:

1. קבוצה r.e. - 
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2. קבוצה רקורסיבית - 
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תהי 
[image: image387.wmf]TM
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 (Accept). {
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 מכונת טיורינג המקבלת את 
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 (זהו הקידוד של המכונה ושל הקלט).

טענה :
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נבנה מכונת טיורינג 
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 הפועלת כך:

בהנתן קלט 
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 מפעילה את U (המכונה האוניברסלית) על 
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אם וכאשר M מקבלת את 
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 דוחה (בדיקה שהקלט תקין).

אם M דוחה את 
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2. 
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טענה: 
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משפט
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 איננה רקורסיבית.

הוכחה:

נוכיח בדרך השלילה.

נניח ש 
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 היא רקורסיבית ותהי 
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 מכונת טיורינג מכריעה, כך ש 
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כעת נבדוק האם M מקבלת את הקידוד של עצמה.
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 (המכונה מכילה את הא"ב של עצמה)

ניתן ל D כקלט את 
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 ונבדוק האם D מקבל את הקידוד של D.
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D מקבל את הקלט 
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 אם ורק אם D דוחה את הקלט 
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הקיום של 
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 נובע מההנחה ש 
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 רקורסיבית. מהנחה זו נובע משהו בלתי אפשרי.

הסבר:
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 מתנהגת כך על קלט מהצורה 
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נבנה מכונה D הפועלת כך לכל קלט מהצורה 
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1. בנה את המחרוזת 
[image: image428.wmf],

MM

<>

.

2. באמצעות המכונה האוניברסלית, הפעל את 
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 על 
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. מובטח ש 
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 תעצור.
a. אם 
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 דוחה, אז D מקבלת.
b. אם 
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 מקבלת, אז D דוחה.
[image: image1339.wmf]00,

R

®



[image: image434.wmf](

)

accept

DM

reject

ì

<>=

í

î


נניח ש D מקבלת את הקלט 
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 מכונת טיורינג המקבלת את 
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הוכחנו: 
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 היא r.e., אבל איננה רקורסיבית.

נגדיר:
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 נעצרת על 
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הכוונה בנעצרת היא למקבלת או דוחה.

תרגיל: 
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 היא r.e..

משפט העצירה Halting Theorem
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 איננה כריעה (לא ניתנת להכרעה).

הוכחה 1 (לא תלויה באי הכריעות של 
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נבנה מכונה D המתנהגת כך:
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לכן:
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אם D מקבלת את 
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 כקלט ו D נעצרת על 
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 D לא נעצרת.

אם D לא נעצרת על 
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[image: image460.wmf]D

<>

.

זוהי סתירה משום ש D נעצרת על 
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הוכחה 2:

באמצעות 
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אין אפשרות אחרת.

לכן 
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באותו אופן ניתן לבדוק גם תוכניות מחשב. הטענה היא שלא קיימת תוכנית מחשב 
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 המקבלת כקלט זוג 
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 ניתנת לחישוב טיורינג אם קיימת מכונת טיורינג M כך שלכל 
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 M נעצרת על 
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A ניתנת לרדוקציה ע"י העתקה ל B (Mapping Reducible) אם קיימת פונקציה ניתנת לחישוב 
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תוצאה:

נניח ש B כריעה, 
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בסיכום, קיבלנו שיטת הכרעה ל A.

מסקנה:

אם 
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הוכחה 3:

נראה ש 
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אנו רוצים שיתקיים: 
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אנו יודעים ש 
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 אם ורק אם M מקבלת את 
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הערה: יתכן ש 
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[image: image677.wmf]w

 לא הסתיימה.

ב. אם הבחירה היתה 1, 
[image: image678.wmf]//

M

 עוברת לשלב הבא.

    אם הבחירה היתה 2, 
[image: image679.wmf]//

M

 בוחרת באופן לא דטרמיניסטי אות מתוך הא"ב וכותבת אותה על המשך הסרט. אחר כך היא חוזרת למצב א'.

נראה ש 
[image: image680.wmf]//

()

LLM

=

:

תהי 
[image: image681.wmf]ML

<>Î

. לכן קיים 
[image: image682.wmf]w

 כך ש M נעצרת על 
[image: image683.wmf]w

.

לכן 
[image: image684.wmf]//

M

 יכולה באופן לא דטרמיניסטי לכתוב את 
[image: image685.wmf]w

 על הסרט ולהפעיל את M על 
[image: image686.wmf]w

. כאשר M תעצור, 
[image: image687.wmf]//

M

 תקבל את 
[image: image688.wmf]M

<>

.
לכן 
[image: image689.wmf]//

()

MLM

<>Î

.

נניח ש 
[image: image690.wmf]//

()

MLM

<>Î

.


[image: image691.wmf]ß


קיים 
[image: image692.wmf]w

 כך ש M נעצרת על 
[image: image693.wmf]w

.


[image: image694.wmf]ML

ß

<>Î


משפט

אם L חסרת הקשר, אז L ניתנת להכרעה.

הוכחה:

יהי G דקדוק חסר הקשר בצורה הנורמלית של חומסקי עבור 
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אם { G דקדוק חסר הקשר ו 
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 יש מסלול מכוון מהשורש לעלה ובו שני קודקודים עם אותה תוית A.

לכן ב H יש מעגל (מתחיל ב A ומסתיים ב A).

ההיררכיה של חומסקי

1. דקדוק רגולרי – שפות רגולריות – אוטומט סופי.

2. דקדוק חסר הקשר – שפות חסרות הקשר – אוטומט מחסנית.
3. דקדוק תלוי הקשר – שפות תלויות הקשר – LBA – Linear Bounded Automaton (כמו מכונת טיורינג, אך עם מגבלה על גודל מסויים של קלט שלא ניתן לחרוג ממנו). בדקדוק זה ישנם חוקים מהסוג 
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4. דקדוק לא מוגבל – שפות r.e. – מכונות טיורינג. שפות r.e. מכילות את השפות תלויות ההקשר.
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משפט

אם 
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ב.

בנה מכונת טיורינג של שני סרטים. על סרט 1 היא תבצע את צעדי 
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 ועל סרט 2 היא תבצע את צעדי 
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עובדה: 
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משפט

השפות ה r.e. הן סגורות לאיחוד ולחיתוך.

איחוד:


[image: image795]
חיתוך:

בנה מכונת טיורינג עם שני סרטים.

על סרט 1 המכונה מבצעת את צעדי 
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 ועל סרט 2 היא מבצעת את צעדי סרט 2 (אחרי שהקלט הועתק לסרט 2).
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 קיבלו את הקלט.

משפט
השפות הרקורסיביות סגורות לאיחוד, חיתוך ומשלים.

את האיחוד והחיתוך ניתן להוכיח בדיוק כמו בהוכחה הקודמת. את המשלים מוכיחים ע"י החלפת המצב הדוחה והמצב המקבל.
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סיבוכיות הזמן
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תרגיל:

לכל נוסחה בוליאנית קיימת נוסחה 
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הגדרה:

מוסחה 
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משפט Cook-Levin
SAT היא NP שלמה.
הוכחה ש 
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נבנה מכונה לא דטרמיניסטית M המקבלת את SAT:

בהנתן קלט 
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1. M מנחשת (בוחרת 0 או 1 באופן לא דטרמיניסטי) השמת אמת 
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משפט

3SAT היא NP שלמה.
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אם יש 
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 ניתנת לחישוב בזמן פולינומיאלי ומתקיים 
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 ספיקה אם ורק אם 
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 היא NP שלמה.
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הגרף נבנה באמצעות gadgets, כלומר אבני בניין.

כל פסוק יתן אבן בניין אחת.

[image: image1145]
מספר הקודקודים = 3 
[image: image1146.wmf]´

 מספר הפסוקים.

חיבור הקודקודים:

1. אין חיבורים בתוך gadget.

2. יש חיבורים בין כל 2 קודקודים אחרים, בתנאי שהתויות לא סותרות.
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 = מספר הפסוקים (מספר ה gadgets).

דוגמא לחלק מהבניה (כאן 
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קליק בגודל 
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 בוחר בדיוק קודקוד אחד מכל gadget.
א.

נניח ש 
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 ספיקה. אז קיימת השמה 
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 המספקת את 
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בגרף 
[image: image1162.wmf]G

 נסתכל על הקודקודים המתאימים לליטרלים שבחרנו. ישנם 
[image: image1163.wmf]k
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 קודקודים כאלה (בוחרים קודקוד אחד בדיוק מכל gadget). הקודקודים האלה מהווים קליק. זאת משום שחיברנו בקשתות רק אם אין סתירה בין הליטרלים.
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נניח שב 
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 יש קליק בגודל 
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קליק זה בוחר בדיוק קודקוד אחד מכל gadget. כל קודקודי הקליק מחוברים אחד לשני ולכן לפי בניית הגרף אין סתירה בין תויות הקליק.
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 על כל השאר באופן שרירותי.
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 כך שכל צלע מכילה לפחות קודקוד אחד של 
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 יש כיסוי קודקודים בגודל 
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VC היא NPC.

הוכחה:

ננחש 
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 קודקודים ונבדוק שהם מהווים כיסוי קודקודים.
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 ניתנת לחישוב בזמן פולינומיאלי ומתקיים:
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נבנה את 
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 ליטרל) יהיה משולש עם תויות בקודקודים כמו בליטרלים.
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 נבנה זוג מחובר עם תויות 
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מספר הזוגות = 
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 = מספר המשתנים.

מוסיפים קשתות בין כל הקודקודים שיש להם אותה תוית.
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[image: image1217]
לכיסוי של משולש צריך לפחות שני קודקודים.
לכיסוי של זוג צריך לפחות קודקוד אחד.

לכן כל כיסוי של הגרף 
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 דורש לפחות 
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 קודקודים.

טענה: 
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