סיכום תיאוריה מתוך התרגולים - אלגברה לינארית

כל הזכויות שמורות לטלי בוכניק.   (נערך ע"י נועם בנימיני) 

תרגול מספר 1- מספרים מרוכבים

הקדמה: עד כה אנו מכירים את קבוצות המספרים הבאות: 
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תרגול 2: מרוכבים (המשך), חלוקת פולינומים, מטריצות

חזקות ושורשים:   כזכור- ניתן לסמן: 
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2.    נוסחת  מואבר   אם  
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· אם ל- k  ניתן ערכים גדולים מ- n-1 אזי הערכים של השורש יחזרו על עצמם.

אם נסתכל על מיקומם הגיאומטרי של השורשים אזי נגלה כי לשורש ה- n-י ממספר מרוכב יש n ערכים שונים הממוקמים בקודקודיו של מצולע משוכלל בעל n צלעות החסום במעגל שמרכזו בראשית הצירים ורדיוסו   
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חלוקת פולינומים

חלוקת הפולינום 
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פירוק לגורמים

מציאת שורשיו של פולינום מסייעת לנו לפרקו לגורמים. עבור פולינומים מדרגה 2 ידוע אופן מציאת השורשים (נוסחת השורשים למשל). עבור פולינומים ממעלה גבוהה יותר נעזר בעובדה ששורש שלם הוא אחד ממחלקי האיבר החופשי, ובחלוקת פולינומים. 

מטריצות

מטריצה 
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מטריצות מיוחדות

· מטריצה ריבועית - מטריצה מסדר 
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· מטריצת האפס - מטריצה שכל איבריה אפסים. סימון: 
[image: image63.wmf][
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· מטריצה אלכסונית - מטריצה ריבועית שכל איבריה פרט לאלכסון הראשי הם אפסים.

[image: image64.wmf]n

j

i

ij

a

A

1

,

=

÷

ø

ö

ç

è

æ

=

 אלכסונית        
[image: image65.wmf]Û

=

¹

£

£

"

0

,

1

ij

a

j

i

n

j

i


[image: image409.wmf]a

[image: image410.wmf]a


[image: image66.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

nn

a

a

a

a

O

33

22

11


· מטריצת יחידה – מטריצה אלכסונית בה איברי האלכסון שווים ל- 1. סימון: 
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 היא מטריצת היחידה מסדר n (
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). לעיתים נכתוב פשוט I (הסדר יובן מן ההקשר).
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· [image: image413.wmf](
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מטריצה משולשת עליונה – מטריצה שכל איבריה מתחת לאלכסון הראשי הם אפסים.
[image: image70.wmf]ú

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

nn

n

n

n

a

a

a

a

a

a

a

a

a

a

M

O

L

L

L

3

33

2

21

22

1

13

12

11


· מטריצה משולשת תחתונה – מטריצה שכל איבריה מעל לאלכסון הראשי הם אפסים.
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· אם 
[image: image72.wmf]n
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דוגמא:
[image: image74.wmf]ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ë

é

=

ú

û

ù

ê

ë

é

6

3

5

2

4

1

6

5

4

3

2

1

t


· מטריצה ריבועית A נקראת מטריצה סימטרית אם 
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· מטריצה ריבועית A נקראת מטריצה אנטי-סימטרית אם 
[image: image77.wmf]A
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הערה: במטריצה אנטי-סימטרית איברי האלכסון הראשי שווים לאפס.
דוגמא:
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פעולות חשבון על מטריצות 

· שתי מטריצות מאותו סדר שוות זו לזו 
[image: image79.wmf]Û

 כל האיברים במקומות המתאימים שווים. 
· חיבור /חיסור מטריצות מאותו סדר : חיבור/ חיסור האיברים במקומות המתאימים. 
· כפל בסקלר: כפל של כל איבר במטריצה בסקלר. 
תרגול 3- מטריצות 

כפל מטריצות
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תזכורת מההרצאה:  כפל מטריצות ריבועיות הינו פעולה אסוציאטיבית, כלומר- אם 
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 מטריצות ריבועיות מסדר n, אזי- 
[image: image88.wmf](

)

(

)

C

AB

BC

A

=

 . וכמו כן- מתקיים חוק הפילוג הכפל מעל החיבור-  
[image: image89.wmf](

)

AC

AB

C

B

A

+

=

+

 , וגם 
[image: image90.wmf](

)

BC

AC

C

B

A

+

=

+

. 

הגדרה- Trace (=עקבה) של מטריצה : תהי A מטריצה ריבועית  מסדר n .  אזי ה- trace של A, (או העקבה של A) מוגדרת להיות- 
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תרגול מספר 4

מטריצה מדורגת: מטריצה שבה כל שורות האפסים, אם יש כאלה, נמצאות בתחתית. בשאר השורות- כל איבר ראשון משמאל השונה מאפס- נמצא מימין לאיבר הראשון השונה מאפס בשורה שמעליו. 

הגדרה פורמאלית- מטריצה 
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 הן מדורגות .

מטריצות מדורגות

דירוג מטריצה: פעולת הבאת מטריצה נתונה למטריצה בצורת מדרגות ע"י  

פעולות שורה מותרות: 
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 הכפלת שורה כלשהי במספר ממשי 
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 הוספת כפולה של שורה כלשהי לשורה אחרת . 
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הגדרה- דרגה של מטריצה: תהי 
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n

A

´

 מטריצה. דרגת המטריצה A היא מספר השורות השונות מ- 0 לאחר דירוג A . (נסמן ב- 
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הגדרה- מטריצה מצומצמת שורות  מטריצה מדורגת תקרא מטריצה מצומצמת שורות אם:  -כל איבר מוביל שווה ל- 1. 

            - כל איבר מוביל הוא היחיד השונה מאפס בעמודתו. 
הגדרה- מטריצה הפיכה:  מטריצה 
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 נקראת הפיכה אם קיימת מטריצה 
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הערות:    

· לא כל מטריצה הפיכה. 
· אם קיימת מטריצה הופכית B כנ"ל, אזי היא יחידה. 
משפט: מטריצה 
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היא הפיכה אמ"ם 
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תרגול מספר 5-  מערכות משוואות

מערכות משוואות

נסתכל במערכת של m משוואות ב- n נעלמים: 
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(הנעלמים הם : 
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 הם מספרים, הנקראים איברים חופשיים. )

· אם כל מקדמים החופשיים- 
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 שווים כולם לאפס, אזי מערכת המשוואות נקראת הומוגנית , וקיים לה לפחות פתרון אחד, הנקרא הפתרון הטריוויאלי , והוא- 
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· נסמן 
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 . זוהי מטריצת המקדמים של המערכת. 
· נסמן 
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 . זוהי המטריצה המורחבת של המערכת. 
· את מערכת המשוואות הנתונה נוכל לרשום בצורה השקולה הבאה: 
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לכל מערכת משוואות נתונה מתקיימת אחת (בדיוק) מהאפשרויות הבאות : 

· למערכת פתרון יחיד 
[image: image126.wmf](
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· למערכת אין פתרון.
· למערכת אינסוף פתרונות. 
[image: image415.wmf]a
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הגדרה- מינור: תהי 
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 מטריצה ריבועית מסדר n .  לכל 
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 נגדיר את המינור של 
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 בתור 
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 מטריצה מגודל
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 הנוצרת מ-A ע"י מחיקת השורה ה- 
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 והעמודה ה- 
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הגדרת הדטרמיננט: תהי A מטריצה ריבועית מסדר n .  עבור כל 
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למשל- פיתוח הדטרמיננט עפ"י השורה הראשונה של A יהיה : 
[image: image137.wmf](

)

j

j

j

n

j

A

a

A

1

1

1

1

1

×

-

=

+

=

å



[image: image138.wmf](
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תכונות הדטרמיננט: 

· אם A' התקבלה מ- A ע"י החלפת שתי שורות (עמודות) - אז 
[image: image139.wmf]A
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· אם A' התקבלה מ- A ע"י הכפלת שורה (עמודה) כלשהי מ- A בסקלר 
[image: image140.wmf]0
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· אם A' התקבלה מ- A ע"י הוספת כפולה של שורה (עמודה) אחת מ- A לשורה (עמודה) אחרת מ- A , אזי 
[image: image142.wmf]A
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מסקנות : 

· אם ב- A שורת (עמודת) אפסים, אזי 
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· אם ש- A שתי שורות  (עמודות) שוות אזי 
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חוקים נוספים : 
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משפט : אם A מטריצה משולשית עליונה (תחתונה) מסדר n אזי 
[image: image147.wmf]A

 שווה למכפלת האיברים על האלכסון . 

הוכחה : באינדוקציה. עבור n=1 ברור שזה נכון . כעת – נניח שהטענה נכונה עבור 
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 EMBED Equation.3  [image: image151.wmf]A
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· המטריצה משולשית עליונה ולכן כל האיברים מתחת ל- 
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· המינור 
[image: image154.wmf]11

A

 הוא מגודל 
[image: image155.wmf](

)

(

)

1

1

-

´

-

n

n

, ומהווה מטריצה משולשית עליונה. לכן עפ"י הנחת האינדוקציה - 
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הגדרה- מטריצה מצורפת: תהי 
[image: image159.wmf](
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 מטריצה ריבועית מסדר n . המטריצה המצורפת של A היא  
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משפט : אם A מטריצה הפיכה, אזי 
[image: image161.wmf](
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הגדרה- מטריצה מצורפת: תהי 
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 מטריצה ריבועית מסדר n . המטריצה המצורפת של A היא  
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משפט : אם A מטריצה הפיכה, אזי 
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כלל קרמר: נתבונן במערכת שתי משוואות עם שני נעלמים
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מתקבלת התוצאה :   
[image: image166.wmf]1
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בכתיב דטרמיננטות זה נראה כך :       
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במכנה – דטרמיננטת המערכת שהיא דטרמיננטת המקדמים של המשתנים . במונה : עבור  x  מחליפים את עמודת מקדמי  x  בעמודת התוצאות וכנ"ל ביחס ל – y .

באופן דומה פותרים מערכת של  3  משוואות עם שלושה נעלמים, ויותר .
שיטת קרמר -  למערכת של n משוואות ב- n נעלמים 
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 היא הדטרמיננטה המתקבלת מהחלפת העמודה ה- 
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מרחבי וקטורים

מרחב וקטורים 
[image: image175.wmf]V

 מעל שדה 
[image: image176.wmf]F

 הנו קבוצה לא ריקה של עצמים עם 2 פעולות. פעולה אחת בין איברי 
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 שתיקרא "חיבור" ותסומן  "+" , ופעולה שנייה בין איברי השדה 
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 לבין איברי 
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 שתיקרא "כפל בסקלר " ותסומן "
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", כך שמתקיימות התכונות הבאות: 

תכונות החיבור:

1. סגירות:  לכל   
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2.קומוטטיביות: לכל 
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3.אסוציאטיביות: לכל 
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4. קיום איבר ניטרלי: קיים ב
[image: image187.wmf]V

- איבר שיסומן 
[image: image188.wmf]0

 בעל התכונה:    לכל  
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5. קיום איברים נגדיים:  לכל 
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 איבר, שיסומן 
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תכונות הכפל בסקלר:

6. סגירות: לכל 
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7. דיסטריבוטיביות הכפל בסקלר מעל החיבור ב-:
[image: image198.wmf]V

 

    לכל 
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8. דיסטריבוטיביות הכפל בסקלר מעל החיבור ב-:
[image: image202.wmf]F


    לכל 
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9. אסוציאטיביות : לכל 
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V

Î

 ולכל 
[image: image207.wmf])

v

(

v

)

(

·

b

·

a

=

·

b

a

         
[image: image208.wmf]a

b

,

Î

F


10. זהות: לכל 
[image: image209.wmf]v
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    כאשר 1 הנו איבר היחידה בשדה 
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איברי השדה 
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 כאמור נקראים סקלרים ואיברי מרחב הוקטורים 
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 נקראים וקטורים. 

דוגמאות : (שהוכחו בכיתה)

1. 
[image: image214.wmf]n
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 מעל R , עם פעולות חיבור וקטורים וכפל בסקלר. 

2. אוסף המטריצות מסדר 
[image: image215.wmf]n
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 מעל הממשיים, עם פעולת חיבור מטריצות , וכפל בסקלר. 

3. אוסף הפולינומים בעלי מקדמים ממשיים, עם פעולת חיבור פולינומים, וכפל בסקלר. 

4. אוסף הפונקציות הממשיות, עם חיבור נקודתי, וכפל בסקלר. 
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מרחבי וקטורים 

תתי מרחבים 

הגדרה- תת מרחב : יהי V  מ"ו מעל השדה F, ותהי 
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. נאמר ש- W תת מרחב של V אם W מהווה מ"ו מעל F בפני עצמו, לגבי פעולת החיבור והכפל בסקלר. 

משפט :  תנאי הכרחי ומספיק עבור תת מרחב-  יהי V  מ"ו מעל השדה F, ותהי 
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 W סגור תחת חיבור וכפל בסקלר, כלומר- לכל 
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מסקנה : אם V  מ"ו מעל השדה F, ותהי 
[image: image223.wmf]V
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[image: image224.wmf]W
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 , אזי W אינו תת מרחב של V. 

סכום וסכום ישר של תתי מרחבים 
תזכורת מן ההרצאה: אם U, ו- W תתי מרחבים של מ"ו V (מעל שדה F כלשהו) :

· 
[image: image225.wmf]W
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 מהווה תת מרחב של V. 
· 
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 אינו בהכרח מהווה תת מרחב של V. 
(דוגמא אם 
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הגדרה – סכום של תתי מרחבים: יהיו 
[image: image228.wmf]n
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משפט : סכום של תתי מרחבים מהווה תת מרחב. 

הערה :  נתעניין במצב בו ניתן לכתוב כל וקטור במרחב הסכום באופן יחיד. לא תמיד הדבר אפשרי. 

הגדרה- סכום ישר של תתי מרחבים :יהי V מ"ו מעל שדה F, ויהיו U, ו- W תתי מרחבים של V. נאמר ש- V מהווה סכום ישר של U, ו- W , ונסמן -   
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משפט :  תנאי הכרחי ומספיק עבור סכום ישר  
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הגדרה- מרחב משלים : יהי W תת מרחב של מ"ו V מעל שדה F. תת מרחב U  של V נקרא המרחב המשלים של W ב- V אם 
[image: image239.wmf]W
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הערה : המרחב המשלים אינו יחיד.
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הגדרה - צירוף ליניארי : יהי V מ"ו מעל שדה F, ויהיו 
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הגדרה –פרוש ( Span ): יהי V מ"ו מעל שדה F,  ותהי 
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הגדרה – וקטורים תלויים ליניארית : יהי V מ"ו מעל שדה F. נאמר שהווקטורים  
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הגדרה – קבוצה בלתי תלויה ליניארית : יהי V מ"ו מעל שדה F.  תת קבוצה  
[image: image251.wmf]V
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 . נקראת בלתי תלויה ליניארית אם אף תת קבוצה סופית של S אינה תלויה 
ליניארית. כלומר- לכל קבוצה סופית : 
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הגדרה- בסיס : יהי V מ"ו מעל שדה F,  ותהי 
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V אם S קבוצה פורשת בלתי תלויה ליניארית של V. כלומר : 
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ניסוח שקול : S היא בסיס של V אם כל ווקטור ב- V ניתן להציג באופן יחיד כצירוף ליניארי 
של איברי S. 

הערה חשובה : 
· אם V מ"ו ו- S בסיס של V , אזי S אינו בהכרח יחיד ! 
· בכל בסיס S של V יהיה אותו מספר של וקטורים. 
דוגמא:  ל- 
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הבסיס הסטנדרטי 
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הגדרה- מ"ו נוצר סופית : נאמר שמ"ו V נעל שדה F נוצר סופית אם קיימת קבוצה סופית S כך ש- 
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דוגמא: 
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 נוצר סופית, אבל - 
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הגדרה- מימד של מ"ו: יהי V
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 מ"ו נוצר סופית, ויהי S בסיס של V. המימד של V מוגדר להיות  מספר הוקטורים ב- S, ומסומן ב- 
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משפט: יהיו U, ו- W תתי מרחבים נוצרים סופית של מ"ו V מעל שדה F. אזי 
[image: image277.wmf]W
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הגדרה – וקטור קואורדינטות: יהי 
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 בסיס של מרחב וקטורים V מעל שדה F. כל וקטור 
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משפט: יהי V מ"ו מעל שדה F, ויהי E בסיס של V. אזי לכל 
[image: image284.wmf]V
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מטריצת מעבר בין בסיסים

יהיו  
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 בסיסים של מרחב וקטורים V מעל שדה F. אזי לכל ווקטור 
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העתקות ליניאריות
הגדרה- העתקה: תהיינה X, Y שתי קבוצות לא ריקות. פעולה המתאימה לכל איבר 
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 איבר יחיד 
[image: image295.wmf]Y

y

Î
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דוגמא : אם 
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=

=

Y

X

 אז 
[image: image298.wmf]2

x

y

=

 היא העתקה, אבל 
[image: image299.wmf]2

y

x

=

 אינה העתקה, שכן עבור 
[image: image300.wmf]4

=

x

 מתאימים שני ערכים שונים של Y : 
[image: image301.wmf]2

,

2

2

1

-

=

=

y

y

. 
הגדרה- תמונה של העתקה: תהי 
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 העתקה. התמונה של f הוא אוסף הערכים המתקבלים ע"י פעולת  f על הקבוצה X, כלומר זוהי הקבוצה : 
[image: image303.wmf](

)

(

)

{

}

(

)

{

}

y

x

f

X

x

Y

y

X

x

x

f

f

=

Î

$

Î

=

Î

=

,

,

Im

.

דוגמא : אם 
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הגדרה: העתקה- על:   תהי 
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דוגמא : ההעתקה 
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הגדרה: העתקה- חח"ע:   תהי 
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דוגמא : ההעתקה 
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הגדרה- העתקה ליניארית:   יהיו U, ו- V מ"ו מעל שדה F . העתקה 
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 נקראת העתקה ליניארית אם לכל 
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דוגמאות : 
· העתקת האפס : 
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 היא העתקה ליניארית. 
· העתקת הזהות : 
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 היא העתקה ליניארית.
הגדרה- איזומורפיזם:    יהיו U, ו- V מ"ו מעל שדה F ,
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  העתקה ליניארית . נאמר ש- 
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מ"ו U ו- V יקראו איזומורפיים אם קיימת העתקת איזומורפיזם 
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משפט : יהיו U, ו- V מ"ו, ו- 
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. הגדרה- גרעין של העתקה: יהיו U, V מ"ו מעל שדה F, ותהי 
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משפט: יהיו U, V מ"ו מעל שדה F.  
[image: image348.wmf]U

V

T

®

:

 איזומורפיזם 
[image: image349.wmf]Û


1. 
[image: image350.wmf](

)

(

)

U

V

dim

dim

=

.
2. 
[image: image351.wmf](

)

{

}

v

T

0

ker

=


הערה : ראינו כי אם 
[image: image352.wmf]U

V

T

®

:

 הע"ל, אזי 
[image: image353.wmf](

)

U

v

T

0

0

=

. כלומר 
[image: image354.wmf](

)

T

v

ker

0

Î

 תמיד.  תנאי (2) במשפט האחרון קובע שהאיבר 
[image: image355.wmf]V

v

Î

 היחיד המקיים 
[image: image356.wmf](

)

U

v

T

0

=

 הוא 
[image: image357.wmf]v

0

. 

משפט: אם 
[image: image358.wmf]U

V

T

®

:

 העתקה ליניארית בין מ"ו V, U, אזי : 

· 
[image: image359.wmf](

)

T

ker

 תת מרחב של V.
· 
[image: image360.wmf](

)

T

Im

 תת מרחב של U. 
· 
[image: image361.wmf](

)

(

)

(

)

(

)

(

)

T

T

V

Im

dim

ker

dim

dim

+

=

. 
תרגול מספר 13
הגדרה- מרחב מכפלה פנימית :  יהי V מ"ו מעל שדה F. V נקרא מרחב מכפלה פנימית אם לכל 
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 מגדירים מכפלה פנימית כך : 
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הגדרה- נורמה : יהי V מרחב מכפלה פנימית מעל שדה F, ותהי 
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     הגדרה- נירמול של ווקטור:  הפיכת ווקטור לווקטור יחידה, פעולת החילוק של ווקטור בנורמה שלו : 
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הגדרה- ווקטורים אורתוגונליים : יהי V ממ"פ מעל שדה F, ווקטורים 
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הגדרה- קבוצה אורתוגונלית : יהי V ממ"פ מעל שדה F. 
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דוגמא: הקבוצה : 
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משפט: קבוצה אורתוגונלית של  ווקטורים השונים מאפס היא בת"ל. 

משפט גראם- שמידט
משפט גראם- שמידט:  בכל ממ"פ n מימדי V יש בסיס אורתוגונלי. 

יתר על כן – לכל קבוצה בת"ל הפורשת תת מרחב W ב- V יש קבוצה אורתוגונלית הפורשת את W. 

תהליך גראם- שמידט:  תהליך שבו הופכים בסיס נתון לבסיס אורתוגונלי . 

בהינתן בסיס 
[image: image396.wmf]{

}

n

v

v

v

,...,

,

2

1

 לממ"פ V , נמצא בסיס 
[image: image397.wmf]{

}

n

u

u

u

,...,

2

1

 באופן הבא : 


[image: image398.wmf]1

1

v

u

=



[image: image399.wmf]1

2

1

1

2

2

2

,

u

u

u

v

v

u

×

-

=



[image: image400.wmf]2

2

2

2

3

1

2

1

1

3

3

3

,

,

u

u

u

v

u

u

u

v

v

u

×

-

×

-

=



[image: image401.wmf]M



[image: image402.wmf]å

-

=

×

-

=

1

1

2

,

n

i

i

i

i

n

n

n

u

u

u

v

v

u


הגדרה- זווית בין ווקטורים: יהי V ממ"פ, מעל R, ויהיו -   
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