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  )נקודות 25 (1שאלה 
  
כך  לצבוע את האיור דרכים ניתןבכמה  . צבעים שונים4לרשותך  )'נק 12(. א

   ? שכל ריבוע צבוע בצבע אחר משכניו
  

  
   . מספר הריבועים הואnכאשר  

  :פיתרון
  :נבחר את הצבעים של הריבועים משמאל לימין

לבחירת הצבע של הריבוע ,  אפשרויות4ע של הריבוע השמאלי ביותר יש לבחירת הצב
 אפשרויות מכיוון שהוא לא יכול להיות צבוע בצע של הריבוע משמאלו וכך הלאה 3מימינו יש 

134באופן זה  נקבל לפי עקרון הכפל שיש . עד הריבוע האחרון −⋅ nאפשרויות .  
  
  

  : )ג מתייחסים לגרף זה- וסעיפים ב ( הגרף הבאGיהי 

  
  
  
   )שלא מכיל את אותו קודקוד פעמיים ( הוכח שבכל מסלול פשוט)' נק5(. ב
   .)|מהסוג צלעות  ( יש מספר אי זוגי של צלעות מאונכות b - לa -מ
  

  :פיתרון
  
  

הוא יסתיים בחלק התחתון כל מסלול חייב להכיל מספר אי זוגי של צלעות מאונכות אחרת 
  . ) אשר נמצא בחלק העליון של הגרףbגיע לקודקוד  יולא( של הגרף

  

n

a 

b 

n
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 יש בין ) לא בהכרח קצרים ביותר (שונים כמה מסלולים פשוטים  )'נק 8(. ג
 כאשר כל קודקוד מסומן בעגול שחור קטן ( בגרף הבאb לקודקוד aקודקוד 

   :) והגרף לא מכוון
  : פתרונות4 יש n=2לדוגמה כאשר 

  
  

  :פיתרון
   . ראה סעיף ב– כל מסלול חייב להכיל מספר אי זוגי של צלעות מאונכות

⎟⎟מספר האפשרויות לבחירת מסלול עם צלע מאונכת אחת הוא    •
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
n

מכיוון שיש רק   

nצלעות אפשריות  .  
  

⎟⎟וא   צלעות מאונכת ה3מספר האפשרויות לבחירת מסלול עם    •
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
n

מכיוון שבוחרים  

  ). מכיוון שהמסלול הוא פשוט( צלעות ללא חשיבות לסדר n צלעות מתוך 3

⎟⎟ צלעות מאונכת הוא   )אי זוגיa)  a≤nעם מספר האפשרויות לבחירת מסלול   •
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
a
n

  

  ).וון שהמסלול הוא פשוטמכי( צלעות ללא חשיבות לסדר n צלעות מתוך aמכיוון שבוחרים 

⎟⎟:   לפי עקרון החיבור מספר האפשרויות הוא
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
++⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛ +
+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ +
b

nnn 1
...

3
1

1
1

 bכאשר  

  .nהוא האי זוגי הגדול ביותר שקטן או שווה ל
  n2לפי זהות קומבינטורית שנלמדה בכיתה סכום זה הוא 

  
  

 הליכה י"או ע (ההשניי המאונכת   לצלעa מהקודקוד להתקדם דרכים 2 ישנן : נוסףפיתרון
בור כל אחת משתי אפשרויות אלה ישנן שתי ע.  )י הליכה ימינה"למעלה וימינה או ע

אפשרויות להגיע לצלע המאונכת  22כלומר ישנן , אפשרויות להגיע לצלע המאונכת השלישית
12באותו אופן ישנן . השלישית −kשרויות להגיע לצלע המאונכת ה  אפkמשמעות הדבר .ית 

12שיש  −n אפשרויות להגיע לצלע המאונכת ה n שהיא למעשה הצלע האחת ליפני , ית
  .האחרונה

אים בקודקוד העליון או צלא חשוב אם נמ(ית n -ישנן שתי דרכים להגיע מהצלע המאונכת ה 
  .  n+1 -ונכת האצא בחלק העליון של הצלע המ אשר נימbלקודקוד )  !התחתון שלה

  
nn: לכן התשובה היא 222 1 =⋅−  

  
  
  
  

a a a

b b b b

a
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  ) נקודות25 (2שאלה 
  

 צלעות 6 - קודקודים ו10 פונקציה מאוסף הגרפים הלא מכוונים בעלי fתהי 
  :לטבעיים שמוגדרת באופן הבא

   
  =f(G)  כדי לקבל גרף קשירG שצריך להוסיף ליהמינימאל מספר הצלעות 

  
  : הגרף הבא'G היי :דוגמא

  
f(G')=4  שימו לב שעל(  נקבל גרף קשיר )כמו באיור הבא (צלעות 4על ידי הוספת אזי 

  . )נקבל גרף קשירלא  'G -ל צלעות 4 -ידי הוספת פחות מ

  
  

  .f קבוצת כל התמונות של הפונקציה M  תהי
 M={x | f(G)=x   כך ש צלעות6 - קודקודים ו10בעל  Gקיים גרף לא מכוון {
 
  . א והבא דוגמנמק  ?M בקטן הכי המספרמהו  )' נק13(. א
  

  :פיתרון
לכן במקרה זה יש בגרף .  צלעותn-1ובו , וא עץ קודקודים הnהגרף הקשיר המינימאלי על 

 צלעות לכל הפחות כדי שיהיה 9-6לפיכך יש להוסיף לגרף .  צלעות9הקשיר המינימאלי 
  .קשיר

   
   :לדוגמה

  

  
  .  והבא דוגמא נמק? M בגדולמהו המספר הכי  ) ' נק12(. ב
  
  
  
  

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



  :פיתרון
כפי שמצויר  0,  קודקודים בעלי דרגה6-ו קודקודים 4מכיל תת גרף מלא בעל שהגרף 
  צלעות6הוסיף כדי להפוך אותו לגרף קשיר צריך ל.  רכיבי קשירות7 הוא הגרף עם ,בדוגמה

  .כמו בדוגמה

  
  
  

 10שגרף עם  מכיוון , רכיבי קשירות7מ יותר צלעות ו6 קודקודים 10קיים גרף עם לא 
  :קשירות יכול להיות רק באחת מהצורות הבאות רכיבי 8-ו קודקודים 

  .) צלעות3( 0 קודקודים בעלי דרגה 7  וקודקודים 3 תת גרף מלא בעל .1
  .) צלעות2( 0 קודקודים בעלי דרגה 6 קודקודים ו2מלאים בעלי  תתי גרף 2  .2
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  ) נקודות25 (3שאלה 

  . קודקודיםn לא מכוון בעל מלא גרף G=(V,E) יהי
  
  ?G יש בגרף 3 באורך  שונים מה מעגליםכ )' נק10( .א
  

  :פיתרון

⎟⎟ישנן . 3כל שלשת קודקודים מגדירה מעגל באורך , מאחר שמדובר בגרף המלא
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
n

 שלשות 

⎟⎟לכן ישנם ,  G בגרף םקודקודי
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
3
n

  .3 מעגלים באורך 

  
 שמתקבל על ידי מחיקת G1 יש בגרף 3 כמה מעגלים שונים  באורך )' נק7. (ב

  .Gצלע מהגרף 
  

  :פיתרון
 : הואG1בגרף לכן מספר המשולשים . ם משולשי n-2 - שייכת לGכל אחת מהצלעות ב 

( )2
3

−−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
n

n   

  
   ) ' נק8(. ג
 

  G. קבוצה של צלעות שמהוות מסלול המילטון בגרף M⊆Eתהי 
 

G2=(V,E\M)  ) לא מכוון בעל ההמלא הכוונה לגרףn שמחקנו  קודקודים
  .) M שבממנו את הצלעות

  
    ?G2  יש בגרף3כמה מעגלים שונים  באורך 
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: לדוגמה

   
  .השתמש בעקרון ההכלה וההדחה: רמז

  
  :נשתמש בעקרון ההכלה וההדחה :פתרון

לכן נפחית ממספר המשולשים הכולל .  משולשים n-2 -ת ל שייכMכל אחת מהצלעות ב 
( )2−⋅ nnיש להוסיף למספר זה  .  משולשיםnמשולשים שהופחתו פעמיים .  

):   לכן התשובה היא ) nnn
n

+−⋅−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
2

3
  

  קודקודים5 הגרף המלא עם
  קודקודים5 הגרף המלא עם

מודגש המילטון ומסלול

 קודקודים 5 הגרף המלא עם
אחרי שהוצאנו ממנו את 

הצלעות של מסלול ההמילטון
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  ) נקודות25 (4שאלה 

  3 קבוצת כל המחרוזות הבינאריות באורך Aתהי 
))A={000,001,010,011,100,101,110,111( .  
   
בדיוק  נבדלים זה מזה  y ו xאו  y שווה ל x אם  אם ורקR1∋(x,y) )' נק14(. א

 הינו יחס שקילות מעל 1Rהוכח ש  . )1R∈)110,000: לדוגמה. מקומות 2ב
A .שום את מחלקות השקילות של היחסר.  

  
  . כן :פתרון

  
aa מתקיים ∋Aa לכל : רפלקסיביות ) לכן = ) 1, Raa ∈  
)  אם  :סימטריות ) 1, Rba ba) 1: ( אז קיימות שתי אפשרויות∋ ab ואז מתקיים גם = = 

)כלומר  ) 1, Rab ∈)   2 (aו - b ניתן לומר ש לכן י מקומותנ בדיוק בש זה מזהנבדלים- bו - a 
)  זה מזה בדיוק בשני מקומות כלומרנבדלים ) 1, Rab ∈  

)אם    :טרנזיטיביות ) 1, Rba ) וגם ∋ ) 1, Rcb   :  אפשרויות4 אז קיימות ∋
• ba cb וגם = caרות זאת מתקיים באפש . = ) לכן = ) 1, Rca ∈ 
• ba  נבדלים זה מזה c - וaלכן .  נבדלים זה מזה בדיוק בשני מקומותc - וb  וגם=

)כלומר מתקיים , בדיוק בשני מקומות  ) 1, Rca ∈ 
• aו - b וגם  נבדלים זה מזה בדיוק בשני מקומותcb  נבדלים זה מזה c - וaלכן . =

)כלומר מתקיים , בדיוק בשני מקומות  ) 1, Rca ∈ 
• aו - bוגם  נבדלים זה מזה בדיוק בשני מקומות bו - c נבדלים זה מזה בדיוק בשני 

 :לאפשרות זאת יש שתי תתי אפשרויות. מקומות
o  המקומות שa ו - b  אותם מקומות שבדיוק  הם ,מזה נבדלים זה b ו- c 

caמאחר שמדובר במחרוזות בינאריות מתקיים. נבדלים זה מזה  לכן =
( ) 1, Rca ∈ 

o  המקומות שa ו - b הקומות ש בדיוק אותםאינם  , נבדלים זה מזה  b ו- c 
 אחד )סאינק (משמעות הדבר היא שיש בדיוק מקום .נבדלים זה מזה

 יהיו  c - וaלכן במקום זה   .c - שונה מ b וגם  b - שונה מaבשלשה בו 
לכן מתקיים .  יהיו שונים c - וaזה    בשני המקומות האחרים בשלשה .שווים

( ) 1, Rca ∈.   
  
 קיים לפחות מקום אחד שבו y ול x אם ורק אם לR2∋(x,y)  )' נק11(. ב

 הינו 2R קבע האם . )2R∈)101,001: לדוגמה.  זהיםy ושל xהביטים של 
  . Aיחס שקילות מעל 

  
:  אבל R2∋(001,111) וגם R2∋(000,001): אין טרנזיטיביות  .  לא :פתרון

(000,111)∉R2  
  

  :דוגמה נגדית נוספת

  ( )
( ) 2

2

011,101
101,100

R
R

∈
)  אבל   ∋ ) 2011,100 R∉  
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 .  
  

  )ודות נק25( 5שאלה 
  

  . ודקודיםק n  פשוט על Gיהי 
  
  .  צלעות אזי יש בו מעגל n-1 ר מ יש יותG -הוכח שאם ב  )' נק10( .א
  .הוא אינו קשיר  צלעות אזי n-1 יש פחות מ G -הוכח שאם ב  )' נק10( .ב
  . עץ  צלעות אזי הוא n-1  בדיוק  בוישו קשירG הוכח שאם   )' נק5( .ג
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