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אינטגרלים לא אמיתיים
עפ"י ההגדרה, האינטגרל המסויים חל על קטע סופי 
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 חייבת להיות חסומה בקטע.

נרצה להרחיב את מושג האינטגרל כך שיחול גם על הקטעים 
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 וכן על פונקציות שאינן חסומות. אלו נקראים "אינטגרלים לא אמיתיים".

אינטגרל לא אמיתי אינו בהכרח מתכנס ואינו בהכרח לא מתכנס.

אינטגרלים עם גבולות אינטגרציה אינסופיים

נגדיר: 
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אם הגבול קיים, נאמר כי האינטגרל הלא אמיתי של 
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 קיים או מתכנס. אחרת נאמר כי הוא אינו קיים או מתבדר.

בדקו את האינטגרלים הבאים:
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מתבדר
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עבור נקודה כלשהי 
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אם שני האינטגרלים באגף ימין מתכנסים, אזי נאמר כי האינטגרל באגף שמאל מתכנס.

אם לפחות אחד מהשניים מתבדר, אזי נאמר כי האינטגרל מתבדר.

הערה חשובה: התוצאה אינה תלויה בבחירת 
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אינטגרל של פונקציה לא חסומה

לפי משפט, אם 
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(1) אינטגרציה בחלקים: 
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בעיה בגבול עליון ב 
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בעיה ב 
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מתבדר
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טורים – מושגי יסוד

הגדרה:
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 נקרא טור אינסופי / טור.

אומרים שהטור מתכנס אם קיים גבול סופי 
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2 טורים שסכומם והתכנסותם נבדקו בהרצאה:
א. הטור הגיאומטרי 
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מצאו את הסכום של 
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הטור הנבדק מתכנס לערך 
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 מתכנסים, אזי הטור 
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· הורדת / הוספת מספר סופי של אברים לטור אינה משפיעה על התכנסותו / התבדרותו.

· אם 
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 מספר קבוע שונה מאפס, אזי הטורים 
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 מתכנסים ומתבדרים יחד.

חשוב
· אם 2 טורים מתכנסים לחוד, אזי סכומם מתכנס.

· אם אחד הטורים מתכנס והשני מתבדר, אזי סכומם מתבדר.

· אם שני הטורים מתבדרים, אזי לא ניתן להסיק דבר.

· מהתכנסות הסכום לא ניתן להסיק דבר על התכנסות אחד מן הטורים בנפרד.
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בדקו את התכנסות הטור 
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בדקו התכנסות לפי קריטריון קושי של הטור 
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נוכיח לפי קריטריון קושי כי הטור הנבדק מתבדר:
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הטור הנבדק מתבדר משום שהוא לא עומד בקריטריון קושי.
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טור חיובי
טור שכל איבריו אי שליליים, למעט מספר סופי של איברים. טור כזה מתאפיין ע"י העובדה שסדרת הסכומים החלקיים שלו 
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האיבר הכללי של הטור אינו שואף ל 0 ולכן הטור מתבדר.
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בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. לכן נשתמש במבחן II עם הנבדק 
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הטור מתבדר.

בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. נשתמש במבחן דלמבר כדי לבדוק את התכנסות הטור:
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לפי מבחן דלמבר (מבחן המנה) הטור הנ"ל מתכנס.
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הטור חיובי. נשתמש במבחן השורש על מנת לבדוק את התכנסותו:
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בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. נשתמש במבחן השורש:
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הטור הנבדק מתבדר.

בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. נשתמש במבחן השורש:
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הטור מתבדר

בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. נשתמש במבחן השורש:
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הטור מתכנס.

מבחן האינטגרל
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 מתכנסים או מתבדרים יחד.

הערות חשובות

· אם הפונקציה 
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· יש לשים לב למילוי תנאי המשפט – צ"ל פונקציה חיובית ולא עולה.
· פונקציה לא עולה נראה ע"י:
· לפי הגדרה: 
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· בדיקת נגזרת ראשונה בתחום.
בדקו את התכנסות הטור 
[image: image230.wmf]1

n

n

ne

¥

-

=

×

å

.
זהו טור חיובי. נשתמש במבחן האינטגרל כדי לבדוק את התכנסותו.
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 מונוטונית יורדת: לכל 
[image: image238.wmf]1

x

£

 מתקיים 
[image: image239.wmf]1

'()0

(1)

xx

x

fxexe

ex

--

=-=£

-

.


[image: image240.wmf]ß



[image: image241.wmf]f

 מקיימת את תנאי מבחן האינטגרל ולכן נחשב אותו:
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האינטגרל מתכנס ולכן הטור הנבדק מתכנס גם הוא.
בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור חיובי. נשתמש במבחן האינטגרל לצורך בדיקת התכנסות הטור:

נסמן: 
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 חיובית: עבור 
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 מונוטונית יורדת: עבור 
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סה"כ: 
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 חיובית ומונוטונית יורדת. לכן מתקיימים תנאי מבחן האינטגרל. נחשב את האינטגרל.
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האינטגרל מתכנס ולכן גם הטור הנבדק מתכנס.
בדקו את התכנסות הטור 
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הטור הוא חיובי. נשתמש במבחן האינטגרל.
נסמן: 
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 חיובית: עבור 
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 יורדת: עבור 
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 חיובית ומונוטונית יורדת. תנאי מבחן האינטגרל מתקיימים ולכן נוכל לחשב את האינטגרל.
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האינטגרל מתבדר ולכן הטור מתבדר.

מבחן לייבניץ

הגדרה: טור נקרא מחליף סימן אם כל אבריו מחליפים סימן לסירוגין. נרשום אותו בצורה 
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משפט לייבניץ

אם מתקיים:
1. הסדרה 
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 מתכנס.
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הערה:

1. תנאי מספיק.

2. תנאי הכרחי.
בדקו את התכנסות הטור 
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זהו טור מחליף סימן. נשתמש במבחן לייבניץ:

1. נבדוק האם האיבר הכללי שואף ל 0.
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2. נבדוק האם הסדרה 
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 מונוטונית יורדת.
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נכון לכל 
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מתקיימים תנאי מבחן לייבניץ ולכן הטור הנבדק מתכנס.

תרגיל ממבחן:

נתונים שני טורים חיוביים: 
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טענה: שני הטורים מתכנסים לגבולות סופיים.
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 הוא טור גיאומטרי 
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מבחן השורש:
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מבחן השוואה II:
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הטענה אינה נכונה. טור 
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  מתבדר וטור 
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 מתכנס.
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התכנסות בהחלט / בתנאי
הגדרה:

אומרים שהטור 
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אומרים שהטור 
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 מתכנס בתנאי, אם הוא מתכנס אך 
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 מתבדר.

משפט

טור שמתכנס בהחלט, מתכנס.
הערה:

1. לגבי טורים חיוביים, לא קיים מושג של התכנסות בתנאי.

2. על מנת לבדוק התכנסות בהחלט, נשתמש במבחנים שראינו לטורים חיוביים.
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נבדוק האם הטור מתכנס בהחלט:
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הטור הנבדק אינו מתכנס בהחלט.

בדקו התכנסות 
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נבדוק התכנסות בהחלט:
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הטור לא מתכנס בהחלט.

נבדוק התכנסות בתנאי:
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איבר כללי שואף לאפס. זהו טור מחליף סימן. נשתמש במבחן לייבניץ.

צריך לבדוק שהסדרה 
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הסדרה מונוטונית יורדת.


[image: image305.wmf]ß


לפי משפט לייבניץ, הטור מתכנס בתנאי.

בדקו התכנסות 
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נבדוק האם הטור מתכנס בהחלט:
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 היא מונוטונית עולה. השאלה היא מה קורה עם 
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סה"כ הטור לא מתכנס בהחלט.

נבדוק התכנסות בתנאי:

טור מחליף סימן – מבחן לייבניץ.
האיבר הכללי שואף ל 0: 
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 היא מונוטונית יורדת: 
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 היא מונוטונית עולה. לכן 
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הסדרה היא מונוטונית יורדת.
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לפי לייבניץ, הטור מתכנס בתנאי.

בדקו התכנסות 
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זהו טור גאומטרי עם 
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 מתכנס ל 
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 מתבדר.

בדקו התכנסות 
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זהו טור חיובי.
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 לפי מבחן השוואה I עם הטור המתכנס 
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הטור מתבדר.
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מתקיימים תנאי מבחן האינטגרל ולכן נוכל להשתמש בו.
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סה"כ עבור 
[image: image359.wmf]1

p

<

 הטור הנ"ל מתכנס.

בדקו התכנסות של הטור 
[image: image360.wmf]3

1

1

(1)(2)

n

nnn

¥

=

++

å

.

זהו טור חיובי. נשתמש במבחן השוואה II.
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הטור הנבדק מתבדר.
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שעת קבלה חדשה: יום חמישי ב 15:45.
פונקציות במספר משתנים
עד עכשיו חקרנו פונקציות של משתנה אחד 
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קיבלנו גבול שתלוי ב 
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 שונים מתקבלים גבולות שונים.
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הגבול לא קיים.
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מצאנו שמסלולים שונים נותנים גבולות שונים ולכן הגבול אינו קיים.

טכניקות לחישוב גבולות
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לשים לב:

אם חישבנו גבול כלשהו לפי מסלולים שונים וקיבלנו את אותו הגבול שוב ושוב, אין זה אומר שנקבל את אותו הגבול לפי כל המסלולים השונים (קיימים אינסוף כאלה). לכן שיטה זו טובה להפרכת קיום גבול ולא להוכחתו.

כל התכונות שאנו מכירים מחישובי גבולות במשתנה אחד: חיבור, חיסור, כפל וחילוק גבולות, נכונים גם לגבולות במספר משתנים.
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לפי משפט הסנדוויץ 
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הרעיון: להביא את 
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 לצורה של משתנה אחד.
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רציפות
הגדרה:

תהי 
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 פונקציה מוגדרת בתחום 
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אין גבול בנקודה 
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 איננה רציפה שם.
בדקו רציפות של הפונקציה:
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עבור כל הנקודות מהצורה 
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ראינו בעבר ש:
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לסיכום: תחום הרציפות של 
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(*) אי שוויון המשולש.

אם נגדיר:
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אז 
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 תהיה רציפה בכל 
[image: image448.wmf]2

R

.

תרגול 10

2.5.05

בדקו דיפרנציאביליות ב 
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נבדוק תחילה רציפות (אולי נוכל לשלול דיפרנציאביליות בדרך זו):
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(1) סנדויץ'

(2) אי שוויון המשולש
סה"כ: 
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 רציפה 
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 לא עוזר.

נחשב נגזרות חלקיות לפי הגדרה:
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אם 
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 דיפרנציאבילית, 
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(1) לפי מסלול 
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קיבלנו משהו שונה מאפס 
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 לא דיפרנציאבילית.

בדיקה האם 
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 דיפרנציאבילית:

1. רציפות 
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 בנקודה

a. כן – לא ידוע.
b. לא – לא דיפרנציאבילית.
2. חישוב נגזרות חלקיות בנקודה.
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 ערכים ממשיים סופיים – אם לא, אז 
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 לא דיפרנציאבילית.

ג. 
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. אם הגבול שווה ל 0, 
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 דיפרנציאבילית.
ב*. ניתן לחשב רציפות נגזרות חלקיות. זהו תנאי מספיק, אך לא הכרחי, לדיפרנציאביליות.

נגזרות חלקיות מסדר גבוה / נגזרות מעורבות

1. עבור הפונקציה 
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התנאים לקיום שוויון בנגזרות מעורבות

עבור פונקציה בשני משתנים:

משפט

אם הפונקציה 
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עבור פונקציה ב 
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 משתנים:

הגדרה:

הפונקציה 
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 שייכת למחלקה 
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 בתחום 
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 אם היא רציפה ב 
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הפונקציה 
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 שייכת למחלקה 
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 אם היא רציפה ובעלת נגזרות חלקיות עד סדר 
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 בתחום 
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תהי 
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 מוגדרת בתחום 
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 ושייכת למחלקה 
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 ולראות אם הם שווים עבור:
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עבור כל נקודה 
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נגזור לפי הגדרה בנקודה 
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סה"כ:
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הגיע הזמן לחשב את הנגזרות המעורבות 
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סה"כ: 
[image: image507.wmf]''(0,0)''(0,0)

xyyx

ff

¹

.

נתונה הפונקציה 
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חשבו: 
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סדר הגזירה אינה משנה עבור 
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 הנ"ל ולכן הביטוי שווה לאפס.
תרגול 11

9.5.05

תכונות של וקטור הגרדיאנט
· קצב ההשתנות המקסימלי הוא בכיוון וקטור הגרדיאנט.

· הערך המקסימלי של הנגזרת המכוונת של הפונקציה 
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1. חשבו את הגרדיאנט בנקודה 
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2. חשבו גרדיאנט של הפונקציה 
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3. באילו נקודות מתאפס הגרדיאנט של 
[image: image519.wmf]322
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הערה: גרדיאנט שווה ל 0 כאשר כל אחד ממרכיביו שווה ל 0.
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4. תהי 
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 המתארת טמפרטורה בנקודה 
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1. מהי הטפמרטורה בנקודה 
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2. באילו נקודות 
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 הטמפרטורה שווה ל 36 מעלות?
3. זבוב נמצא בנקודה 
[image: image525.wmf](2,3,1)

 ורוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה ביותר. באיזה כיוון עליו לעוף כדי שקצב השינוי של הטמפרטורה יהיה מקסימלי?
4. זבוב נמצא על השולחן (מישוק 
[image: image526.wmf]1
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) בנקודה 
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. הזבוב רוצה להגיע לטמפרטורה גבוהה יותר, אך הפעם הזבוב חייב לנוע על השולחן. באיזה כיוון עליו לנוע על השולחן כדי שקצב השינוי של הטמפרטורה יהיה מקסימלי?
א.
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ג.

הזבוב צריך לנוע בכיוון הגרדיאנט:
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5.

א. חשבו את הגרדיאנט של 
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ב. מהו הכיוון בו הפונקציה 
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 גדלה בקצב המהיר ביותר בנקודה 
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בכיוון הגרדיאנט שחישבנו בסעיף א'.

ג. מהו הכיוון בו הפונקציה 
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 גדלה בקצב האיטי ביותר?

בכיוון המנוגד לכיוון הגרדיאנט, כלומר 
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ד. מהו הערך המקסימלי של הנגזרת המכוונת של 
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אקסטרמום של פונקציות של מספר משתנים

נרצה לחקור בעיות מינימום ומקסימום של פונקציות של מספר משתנים.

בפונקציות של משתנה אחד: מצאנו נקודות קריטיות (נקודות חשודות), ע"י מציאת הנקודות בהן מתאפסק הנגזרת, ובדקנו האם הן מינימום / מקסימום / פיתול.
אקסטרמום לוקלי / מקומי

הגדרה: נקודה קריטית היא נקודה החשודה כאקסטרמום לוקלי.

נקודות קריטיות הן:

1. נקודות בהן 
[image: image542.wmf]0
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2. נקודות בהן הנגזרות החלקיות לא קיימות.
הבעיה: אלו תנאים הכרחיים אך לא מספיקים.

למשל: 
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 מקיימת 
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 איננה נקודת מינימום או מקסימום לוקלי.

נרצה למצוא דרך למין נקודות קריטיות אלו.

הגדרה:

תהי 
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 פונקציה ב 
[image: image547.wmf]n

 משתנים. הסיאן של 
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1. חשבו 
[image: image551.wmf]0

()

f

HM

 עבור 
[image: image552.wmf]0

(0,2)

M

=

, 
[image: image553.wmf]2

(,)

x

fxyye

=

.


[image: image554.wmf](

)

(

)

(

)

2

22

2

2

2

22

2

2

2

2

22

2

2

2

(0,2)

22

xx

xx

xxy

f

yxy

xx

xx

f

xx

f

yeye

x

x

f

yee

y

y

ff

H

ff

ff

yeye

xyyxy

yeye

H

yee

¶

==

¶

¶¶

=×=

¶

¶

æö

=

ç÷

èø

¶¶¶

===

¶¶¶¶

æö

=

ç÷

èø


אם 
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 דיפרנציאבילית ב 
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 היא מטריצה סימטרית.

אם 
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 חיובית 
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 ל 
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 יש מינימום לוקלי ב 
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 שלילית 
[image: image563.wmf]Ü

 ל 
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 מעורבת 
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 ל 
[image: image568.wmf]f

 אין אקסטרמום ב 
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 נקודת אוכף.

אם 
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 לא חיובית / לא שלילית 
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 לא ניתן ללמוד מכך האם הנקודה 
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 היא אקסטרמום.

תזכורת

תהי 
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  מטריצה. אזי:
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 כל המינורים הראשיים המובילים של 
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 חיוביים.
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 כל המינורים הראשיים המובילים של 
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 מחליפים סימן לסירוגין ומתחילים ב 
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 מעורבת: אם 
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 לא חיובית ולא שלילית ואם 
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 אוכף.

אם 
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 לא ניתן ללמוד משיטה זו על 
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 כנקודת אקסטרמום.

1. מצאו אקסטרמום לוקלי של הפונקציה 
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(,)33

fxyxyxy

=+--

.

1. נחפש נקודות חשודות:
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2. נחשב את 
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 אין לנו בעיה של דטרמיננטה מתאפסת.

3. נציב נקודות קריטיות ב 
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[image: image596.wmf](1,1)

 היא מינימום לוקלי.
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[image: image598.wmf]A

 מעורבת 
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 היא נקודת אוכף.
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 מעורבת 
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 היא נקודת אוכף.
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אקסטרמום בתנאי – כופלי לגרנג'
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מצא אקסטרמום של הפונקציה 
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סה"כ: קיבלנו נקודה קריטית אחת 
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נקודות קריטיות אפשריות:
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תרגול 13

23.5.05

הערך המינימלי והמקסימלי של פונקציות בתחום

נרצה לחקור פונקציות רציפות מעל תחום חסום וסגור D. לפי משפט, פונקציה רציפה מקבלת את ערכה המקסימלי והמינימלי ב D.

ערכים אלו ניתן להשיג באמצעות:

1. נקודות קריטיות בתוך תחום D.

2. נקודות קריטיות על השפה של D.
3. נקודות סינגולריות על שפת D.
לכן, כדי למצוא את הערך המינימלי והמקסימלי של כל הנקודות הקריטיות הנ"ל וע"י השוואת ערכי הפונקציה בנקודות אלו נמצא מקסימום ומינימום מוחלטים ב D.

1. מצאו ערכי קיצון של 
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תחילה נמצא נקודות קריטיות בתוך התחום 
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נבנה פונקציית עזר (לגרנג'):


[image: image698.wmf]2

3222

2

22

(,,)(36)

3

1.3220

2

02.20

3

3.360

y

Lxyxxxy

L

xxx

x

L

Lyy

y

L

xy

ll

l

l

l

=++++-

ì

¶

=++=

ï

¶

ï

¶

ï

Ñ==+=

í

¶

ï

ï

¶

=+-=

ï

¶

î

r



[image: image699.wmf]2

2

3

06

1

(*)

3

y

yx

or

l

l

æö

+

ç÷

èø

=Þ=±

=-


(*) נציב 
[image: image700.wmf]1

3

l

=-

 ב (1):


[image: image701.wmf]2

2

2

2

2

320

3

4

30

3

4

30

3

16

36

81

416

36

981

1029

9

06

xxx

xx

xx

y

xy

y

or

xy

+-=

+=

æö

+=

ç÷

èø

ì

+=

ï

ï

ï

=-Þ=-

í

ï

ï

=±

ï

î

=Þ=±


6 נקודות: 
[image: image702.wmf]4102941029

(6,0),(0,6),,,(6,0),(0,6),,

9999

æöæö

-----

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø

.
סה"כ: 8 נקודות.


[image: image703.wmf](0,0)252max

24

,0

327

(6,0)

(0,6)12

(6,0)180min

(0,0)0

f

f

f

f

f

f

=

æö

-=

ç÷

èø

=

±=

-=-

=


2. מצא ערכי קיצון לפונקציה 
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לכן אין נקודות קריטיות ב 
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 (ובכלל ב 
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 מקבלת מקסימום בנקודה 
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3. מצא ערכי קיצון של 
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נחפש נקודות קריטיות על העיגול 
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נבנה פונקציית לגרנג':
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נבחר את הסדר לפי נוחות האינטגרציה.
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אינטגרלים כפולים מעל תחומים כלליים
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מצאו את הנפח של התחום החסום ברביע הראשון ע"י 
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החלפת משתנים באינטגרל הכפול – קואורדינטות קוטביות
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קואורדינטות קוטביות מוכללות
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ניעזר בקואורדינטות קוטביות מוכללות:
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1. עברו לקואורדינטות קוטביות וחשבו: 
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(*) תחום מלבני.

2. עברו לקואורדינטות קוטביות וחשבו: 
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החלפת משתנים באינטגרל הכפול
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ומתקיים הקשר בין היעקוביאנים: 
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2. חשבו את 
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נעבור לקואורדינטות:
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נעבור לקואורדינטות:
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