חדו"א 2 – הרצאה
הרצאה 1

20.2.05

אינטגרלים לא אמיתיים (אינטגרלים מוכללים)
פרק 11 בספר של חדו"א 1

· קטעים בהם הגבולות אינם סופיים.
· קטעים בהם הגבולות סופיים, אך ישנה בעיה בתוך הקטע.

[image: image1186.bmp]
1. אינטגרלים עם גבולות אינטגרציה אינסופיים

תהי 
[image: image2.wmf]()

fx

 פונקציה רציפה בקטע 
[image: image3.wmf][,)

a

¥

. לכל מספר 
[image: image4.wmf]ba

>

, 
[image: image5.wmf]()

fx

 רצופה בקטע הסופי 
[image: image6.wmf][,]

ab

 ולכן היא אינטגרבילית בקטע זה.

נסמן 
[image: image7.wmf]()()

b

a

Ibfxdx

=

ò

 וניתן ל 
[image: image8.wmf]b

 לשאוף ל 
[image: image9.wmf]¥

. בהתאם לתוצאה נגדיר את האינטגרל הלא אמיתי 
[image: image10.wmf]()

fx

 בקטע 
[image: image11.wmf][,]

ab

.

הגדרה:

אם קיים הגבול 
[image: image12.wmf]lim()

b

IIb

®¥

=

, אזי 
[image: image13.wmf]I

 נקרא האינטגרל הלא אמיתי של 
[image: image14.wmf]()

fx

 בקטע 
[image: image15.wmf][,)

a

¥

. נסמן אותו ע"י 
[image: image16.wmf]()

a

Ifxdx

¥

=

ò

. נאמר כי האינטגרל הלא אמיתי 
[image: image17.wmf]()

fx

 בקטע 
[image: image18.wmf][,)

a

¥

 קיים או מתכנס.

אחרת, נאמר כי האינטגרל אינו קיים או מתבדר.

באופן שקול ניתן לרשום: 
[image: image19.wmf]()lim()

b

b

aa

fxdxfxdx

¥

®¥

=

òò

.

באופן דומה נגדיר אינטגרל בקטע 
[image: image20.wmf](,]

a

-¥

.


[image: image21.wmf]()lim()

aa

b

b

fxdxfxdx

®-¥

-¥

=

òò


אם 
[image: image22.wmf]()

fx

 אינטגרבילית בכל קטע סגור 
[image: image23.wmf][,]

bb

-

, נוכל להגדיר גם: 
[image: image24.wmf]()()()lim()lim()

aba

bc

aac

fxdxfxdxfxdxfxdxfxdx

¥¥

®¥®¥

-¥-¥

=+=+

òòòòò


אם שני האינטגרלים באגף ימין של השוויון האחרון מתכנסים, נאמר שהאינטגרל באגף שמאל מתכנס. אם לפחות אחד מבין שני האינטגרלים באגף ימין מתבדר, האינטגרל באגף שמאל מתבדר.

הערה חשובה: אין חשיבות לבחירת ה 
[image: image25.wmf]a

 (לא משנה כיצד מחלקים את הקטע – המסקנות יהיו תמיד זהות).

דוגמא:

חשב 
[image: image26.wmf]2

1

1

dx

x

¥

+

ò

.


[image: image27.wmf]22

1

1

limlimlim1

1

11244

aaa

a

a

dx

dxarctgxarctgaarctg

xx

ppp

¥¥

®¥®¥®¥

æö

===-=-=

ç÷

++

èø

òò


[image: image1.wmf]1

4

3

3

3

3333

111111

11111

limlimlim3lim3lim33

1

1

11

3

aaaaa

aaaaa

aa

x

dxdxxdx

xxxxxa

-

¥

-

®¥®¥®¥®¥®¥

ù

ú

====-=-+×=

ú

ú

-

û

òòòòòò

[image: image1084.wmf]2

p

[image: image1085.wmf]a

[image: image28.png]Y42





עבור אילו ערכי 
[image: image29.wmf]a

 מתכנס האינטגרל 
[image: image30.wmf]1

(0)

a

adx

x

a

¥

>

ò

?
נבדוק עבור 
[image: image31.wmf]1

a

=

:


[image: image32.wmf]11

11

limlimlnlimlnln

b

bbb

aa

b

dxdxxba

a

xx

¥

®¥®¥®¥

===-=¥

òò


מסקנה: עבור 
[image: image33.wmf]1

a

=

 האינטגרל מתבדר.

עבור 
[image: image34.wmf]1

a

¹

:


[image: image35.wmf]111

11

11

limlimlimlim

111

11

lim*

(1)(1)

bb

bbbb

aaa

b

b

xba

dxdxxdx

a

xx

ba

aaa

a

aa

aa

aaa

aa

¥

-+-+-+

-

®¥®¥®¥®¥

--

®¥

====-=

-+-+-+

=-=

--

òòò


עבור 
[image: image36.wmf]1

a

>

:


[image: image37.wmf]()1

111

*

()()(1)

Negative

NegativeSizeaNegativeSizea

a

a

-

-=-

¥×-



[image: image38.wmf]ß


האינטגרל מתכנס.

עבור 
[image: image39.wmf]1

a

<

:


[image: image40.wmf]()()

11

*

()()

NegativePositive

PositiveSizeaPositiveSize

-

¥×



[image: image41.wmf]ß


האינטגרל מתבדר.

סה"כ קיבלנו: לכל 
[image: image42.wmf]1

a

>

 האינטגרל מתכנס ולכל 
[image: image43.wmf]1

a

<

 האינטגרל מתבדר.

משפט

תהי 
[image: image44.wmf]()

fx

 פונקציה אינטגרבילית בקטע 
[image: image45.wmf][,]

ab

 לכל 
[image: image46.wmf]ba

>

, כאשר 
[image: image47.wmf]a

 נקודה קבועה. יהיו 
[image: image48.wmf]0

M

>

 ו 
[image: image49.wmf]a

, שני מספרים.

1. אם 
[image: image50.wmf]1

a

>

 ואם 
[image: image51.wmf]0()

M

fx

x

a

££

 לכל 
[image: image52.wmf]x

 בקטע 
[image: image53.wmf][,)

a

¥

, אזי 
[image: image54.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.

2. אם 
[image: image55.wmf]1

a

£

 ואם 
[image: image56.wmf]()

M

fx

x

a

£

 לכל 
[image: image57.wmf]x

 בקטע 
[image: image58.wmf][,)

a

¥

, אזי 
[image: image59.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתבדר.
[image: image1086.wmf]¥

[image: image1087.wmf]2

1

a

fdx

x

¥

ò

[image: image1088.wmf]()

fx

[image: image1089.wmf]¥

[image: image1090.wmf]a

[image: image60.png]



בדוק התכנסות / התבדרות 
[image: image61.wmf]3

2

0

1

x

dx

x

¥

+

ò

.

נסמן: 
[image: image62.wmf]3

2

()

1

x

fx

x

=

+

.


[image: image63.wmf]1

33

3

5

222

3

1

1

xxx

xxx

x

£==

+


קיבלנו ש 
[image: image64.wmf]5

3

1

()

fx

x

£

.


[image: image65.wmf]5

3

1

dx

x

ò

, 
[image: image66.wmf]5

3

a

=

, 
[image: image67.wmf]1

dx

x

a

ò

, עבור 
[image: image68.wmf]1

a

>

 האינטגרל מתכנס 
[image: image69.wmf]Ü

 
[image: image70.wmf]5

3

1

0()

fxdxdx

x

££

òò

 מתכנס 
[image: image71.wmf]Ü

 
[image: image72.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.

הגדרה 2:

תהי 
[image: image73.wmf]()

fx

 פונקציה אינטגרבילית בקטע 
[image: image74.wmf][,]

ab

 לכל 
[image: image75.wmf]0

b

>

, כאשר 
[image: image76.wmf]a

 נקודה קבועה.
נאמר כי 
[image: image77.wmf]()

fx

 אינטגרבילית בהחלט בקטע 
[image: image78.wmf][,)

a

¥

, אם באינטגרל הלא אמיתי 
[image: image79.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.
נאמר גם כי 
[image: image80.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס בהחלט.

משפט

אם 
[image: image81.wmf]()

fx

 אינטגרבילית בהחלט בקטע 
[image: image82.wmf][,)

a

¥

, אזי היא אינטגרבילית בקטע.

אינטגרביליות בהחלט 
[image: image83.wmf]Ü

 אינטגרביליות.

בנוסף מתקיים 
[image: image84.wmf]()()

aa

fxdxfxdx

¥¥

£

òò

.

[image: image85.wmf]2

0

sin

xdx

p

ò


חשב את הקטע הכלוא בין גרף הפונקציה 
[image: image86.wmf]sin

yx

=

 וציר 
[image: image87.wmf]x

 בקטע 
[image: image88.wmf][0,2]

p

.


[image: image89.wmf]00

sinsin4

xdxxdx

pp

+-=

òò



[image: image90.wmf]0

sin

x

edxxdx

¥

-

ò



[image: image91.wmf]|sin||||sin|||

xxx

exexe

---

×=×£



[image: image92.wmf]0

0

sinlimlim()lim()1

0

b

xxxb

bbb

a

b

edxxdxedxeee

¥

----

®¥®¥®¥

==-=--=

òò


מבחן ההשוואה

יהיו 
[image: image93.wmf]()

fx

 ו 
[image: image94.wmf]()

gx

 שתי פונקציות לא שליליות בקטע 
[image: image95.wmf][,)

a

¥

 ואינטגרביליות בקטע 
[image: image96.wmf][,]

ab

 לכל 
[image: image97.wmf]ba

>

. נניח כי קיים מספר ממשי 
[image: image98.wmf]0

b

, כך שלכל 
[image: image99.wmf]0

xb

³

 מתקיים 
[image: image100.wmf]()()

fxgx

£

. אזי:

1. אם 
[image: image101.wmf]()

a

gxdx

¥

ò

 מתכנס, אז גם 
[image: image102.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.

2. אם 
[image: image103.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתבדר, אז גם 
[image: image104.wmf]()

a

gxdx

¥

ò

 מתבדר.
הרצאה 2

27.2.05

אינטגרלים מוכללים (המשך)

1. אינטגרלים עם גבולות אינטגרציה אינסופיים

מבחן המנה

יהיו 
[image: image105.wmf]()

fx



 EMBED Equation.DSMT4  [image: image106.wmf]()

gx

 פונקציות אי שליליות בקטע 
[image: image107.wmf][,)

a

¥

 ונניח שקיים הגבול 
[image: image108.wmf]()

lim

()

x

fx

L

gx

®¥

=

, אזי:

1. אם 
[image: image109.wmf]0

L

<<¥

, אזי שני האינטגרלים 
[image: image110.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 ו 
[image: image111.wmf]()

a

gxdx

¥

ò

 מתכנסים ביחד או מתבדרים ביחד.

כלומר, אם ידוע על אחד מהאינטגרלים שהוא מתכנס 
[image: image112.wmf]Ü

 גם האינטגרל השני יתכנס.

          אם ידוע על אחד מהאינטגרלים שהוא מתבדר 
[image: image113.wmf]Ü

 גם האינטגרל השני יתבדר.

2. אם 
[image: image114.wmf]0

L

=

 ואם 
[image: image115.wmf]()

a

gxdx

¥

ò

 מתכנס, אז גם 
[image: image116.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.

3. אם 
[image: image117.wmf]L

=¥

 ואם 
[image: image118.wmf]()

a

gxdx

¥

ò

 מתכנס, אז גם 
[image: image119.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס.
תזכורת: בשבוע שעבר הוכחנו:
מתכנס
[image: image120.wmf]2

11

1

()

14

fxdxdx

x

p

¥¥

==Þ

+

òò



[image: image121.wmf]2

11

1

()

5

gxdxdx

x

¥¥

=

+

òò


ברור כי גם 
[image: image122.wmf]()

fx

 וגם 
[image: image123.wmf]()

gx

 הן אי שליליות בקטע 
[image: image124.wmf][1,)

¥

 וידוע כי 
[image: image125.wmf]1

()

fxdx

¥

ò

 מתכנס.

לפי מבחן המנה, שני האינטגרלים מתנהגים באותו אופן, כלומר 
[image: image126.wmf]2

1

1

5

dx

x

¥

+

ò

 מתכנס.


[image: image127.wmf]2

1

1

5

dx

x

¥

+

ò

 מתכנס
[image: image128.wmf]2

2

2

2

1

()5

1

limlimlim1

1

()1

5

xxx

fxx

x

L

gxx

x

®¥®¥®¥

+

+

====Þ

+

+


נעבור למבחנים שאינם דורשים שהפונקציות יהיו אי שליליות:

מבחן Abel
יהיו 
[image: image129.wmf]()

fx

 ו 
[image: image130.wmf]()

gx

 פונקציות אינטגרביליות בקטע 
[image: image131.wmf][,]

ab

, עבור כל 
[image: image132.wmf]ba

>

.

אם האינטגרל 
[image: image133.wmf]()

a

fxdx

¥

ò

 מתכנס ואם 
[image: image134.wmf]()

gx

 מונוטונית וחסומה בקטע 
[image: image135.wmf][,)

a

¥

, אז גם 
[image: image136.wmf]()()

a

fxgxdx

¥

×

ò

 מתכנס.


[image: image137]
מבחן דריכלה
יהיו 
[image: image138.wmf]()

fx

 ו 
[image: image139.wmf]()

gx

 פונקציות אינטגרביליות בקטע 
[image: image140.wmf][,]

ab

 לכל 
[image: image141.wmf]ba

>

.
נניח שקיים 
[image: image142.wmf]M

 כך ש 
[image: image143.wmf]()

b

a

fxdxM

£

ò

 לכל 
[image: image144.wmf]ba

>

 ונניח כי 
[image: image145.wmf]()

gx

 מונוטונית ו 
[image: image146.wmf]lim()0

x

gx

®¥

=

. אזי 
[image: image147.wmf]()()

a

fxgxdx

¥

×

ò

 מתכנס.

דוגמא:

הוכח כי האינטגרל 
[image: image148.wmf]sin

a

x

dx

x

a

¥

ò

 עבור 
[image: image149.wmf]0

a

>

 מתכנס לכל 
[image: image150.wmf]0

a

>

.

נסמן : 
[image: image151.wmf]()sin

fxx

=

 ו 
[image: image152.wmf]1

()

gx

x

a

=

.


[image: image153.wmf]()

fx

 ו 
[image: image154.wmf]()

gx

 אינטגרביליות בקטע 
[image: image155.wmf][,]

ab

 לכל 
[image: image156.wmf]ba

>

 (כי נתון 
[image: image157.wmf]0

a

>

).


[image: image158.wmf]()sinlimsinlim(cos)limcoscos2

b

b

bbb

a

aaa

fxdxxdxxdxxba

¥¥

®¥®¥®¥

===-=-+£

òòò



[image: image159.wmf]1

()

gx

x

a

=

 היא פונקציה מונוטונית ומקיימת 
[image: image160.wmf]1

lim0

x

x

a

®¥

=

, 
[image: image161.wmf]0

a

>

.
לפי מבחן דריכלה 
[image: image162.wmf]Ü

 
[image: image163.wmf]sin

a

x

dx

x

a

¥

ò

 מתכנס.

דוגמא:
הדוגמא הנ"ל מראה שאם 
[image: image164.wmf]1

()

fxdx

¥

ò

 מתכנס, אזי לא בהכרח 
[image: image165.wmf]lim()0

x

fx

®¥

=

.
נסתכל על הפונקציה 
[image: image166.wmf]2

()sin()

fxx

=

.

הגבול לא קיים
[image: image167.wmf]2

lim()limsin()

xx

fxx

®¥®¥

=®


נסתכל על 
[image: image168.wmf]2

1

sin()

xdx

¥

ò

.

לפי הדוגמא הקודמת אין אינטגרל מתכנס
[image: image169.wmf]2

2

1

2

1

2

11sin

(*)sin()sin

2

2

xt

xt

dxdt

t

t

xdxtdtdt

t

t

=

=

=

=×=®

òòò


2. אינטגרל של פונקציה לא חסומה


[image: image170.wmf]1

1

1

dx

x

-

ò


[image: image171.png]Y4






[image: image172]

[image: image173.wmf]11

00

11

*

**

111

limlim

a

ab

b

dxdxdx

xxx

-+

®®

--

=+

òòò

14243

14243



[image: image174.wmf]{

1

000

1

0

1

(*)limlimlnlimlnln1

a

a

aaa

dxxa

x

---

-

®®®

-

-¥

=éù=--®¥

ëû

ò

14243


בתוך הקטע 
[image: image175.wmf][1,]

a

-

, 
[image: image176.wmf]0

a

-

®

, האינטגרל מתבדר 
[image: image177.wmf]Ü

 
[image: image178.wmf]1

1

1

dx

x

-

ò

 מתבדר.


[image: image179.wmf]22

2

*

111

1

11

lim2lim1221lim12

11

aaa

a

a

dxdxxa

xx

+++

®®®

éùéù

==-=---=

êúêú

ëûëû

--

òò



[image: image180.wmf]1

1

2

2

1

2

11(1)

(*)(1)21

1

1

1

(1)

2

x

dxdxxdxx

x

x

-

-

==-==-

-

×

-

òòò


נשים לב שאם 
[image: image181.wmf]()

fx

 אינה חסומה בסביבת נקודה פנימית בקטע 
[image: image182.wmf][,]

ab

 ונניח כי הפונקציה 
[image: image183.wmf]()

fx

 מוגדרת לכל נקודה בקטע 
[image: image184.wmf][,]

ab

 פרט ל 
[image: image185.wmf]c

, 
[image: image186.wmf](,)

cab

Î

, אזי נפרק את התחום 
[image: image187.wmf][,]

ab

 לשני תתי קטעים: 
[image: image188.wmf][,)

ac

e

-

 ו 
[image: image189.wmf](,]

cb

e

+

.
אם קיימים שני הגבולות:

קיים האינטגרל הלא אמיתי של 
[image: image190.wmf]()

fx

 בקטע 
[image: image191.wmf][,]

ab

 

וערכו: 
[image: image192.wmf]12

()

b

a

fxdxII

=+

ò


[image: image193.wmf]1

0

2

0

lim()

lim()

c

a

b

c

Ifxdx

Ifxdx

e

e

e

e

+

+

-

®

®

+

ü

=

ï

ï

Þ

ý

ï

=

ï

þ

ò

ò


הגדרה:

נאמר כי 
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אינטגרל מתבדר.
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מתבדר.
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סה"כ קיים אינטגרל לא אמיתי. הוא מתכנס וערכו 
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הרצאה 3

6.3.05

טורים

· מושגים בסיסיים.

· טור גאומטרי.

· טור טלסקופי.

· טור p.

· קריטריון קושי להתכנסות טורים.

· מבחני השוואה לטורים חיוביים.

טור הוא סדרת הנקודות שנמצאות על הגרף של פונקציה כלשהי.
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1. הגדרת הטור וסכומו
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הגדרה:
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מסקנה: טור גאומטרי מתכנס אם ורק אם 
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קבע התכנסות / התבדרות. במידה והטור מתכנס, קבע את סכומו.
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טור מתכנס.
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טור הנדסי אינסופי. הטור מתבדר ושואף ל 
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לא קיים 
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הטור מתבדר.
2. טור לייבניץ
טור מהצורה 
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 יקרא טור לייבניץ.
טענה: טור לייבניץ הוא טור מתכנס וסכומו 
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נרשום פיתוח טיילור (מקלורן) עבור 
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איבר השארית

טור מקלורן: 
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נציב בפיתוח של 
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נוכיח כי איבר השארית הוא זניח עבור 
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באופן כללי 
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3. טור טלסקופי

נתונה סדרת מספרים 
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 נקרא טור טלסקופי.
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אם נעבור לגבול, 
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מסקנה: טור טלסקופי מתכנס אם ורק אם הסדרה 
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בדוק אם הטור מתכנס. אם כן, חשב את סכומו:
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עבור 
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עבור 
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הטור הנבדק הוא טור טלסקופי מתבדר.

הרצאה 4

13.3.05

לקרוא בבית:
פרק 1 סעיף 6: משפטים בסיסיים על התכנסות טורים. לדעת את המשפטים (אין צורך לדעת הוכחות).

פרק 2 משפטים 2,4,5: לדעת אותם ואת ההוכחות.

טורים:

· קריטריון קושי.

מבחני השוואה לטורים חיוביים:

· מבחן השוואה.

· מבחן השוואה גלובלי.
· מבחן השורש.
· מבחן המנה.
· מבחן האינטגרל.
קריטריון קושי להתכנסות טורים
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דוגמא:

הוכח שהטור ההרמוני 
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קיבלנו כי 
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אם ניקח 
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הגדרה:
טור 
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 יקרא טור חיובי (אי שלילי) אם קיים מקום מסויים 
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חיובי החל מהאיבר הרביעי.
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לא נדבר על טורים מהסוג 
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תנאי הכרחי להתכנסות טור

אם טור 
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 איבר כללי שואף ל 0).

שאלה: האם העובדה שאיבר כללי שואף ל 0 
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דוגמא:
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איבר כללי לא שואף ל 0.
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הטור מתבדר.

טורים חיוביים (אי שליליים)

מבחן ההשוואה (הראשון)

נתונים שני טורים חיוביים:
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נבדוק את קיום תנאי כלל לייבניץ:
1. נבדוק האם האיבר הכללי שואף ל 0.
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2. נבדוק האם הסדרה היא מונוטונית יורדת.
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נבדוק את קיום תנאי כלל לייבניץ:

נבדוק האם האיבר הכללי שואף ל 0.
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האיבר הכללי אינו שואף ל 0 ולכן הטור מתבדר.

הרצאה 6
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טורים כלליים

התכנסות בתנאי, התכנסות בהחלט, התבדרות.

טור כללי – טור שבו ישנם אינסוף איברים חיוביים ואינסוף איברים שליליים.

טורים כלליים – הגדרה

אומרים שהטור 
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 מתכנס בהחלט, אם טור הערכים המוחלטים 
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 מתכנס.

אומרים שהטור 
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 מתכנס בתנאי, אם הוא מתכנס אך טור הערכים המוחלטים 
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 מתבדר.

נתון 
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 טור כללי. ישנן שתי אפשרויות:

א. 
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 מתבדר.

ב. נסתכל על טור הערכים המוחלטים. שתי אפשרויות:


1. טור הערכים המוחלטים מתכנס – הטור הכללי נקרא מתכנס בהחלט.


2. טור הערכים המוחלטים מתבדר – יש ללכת ולבדוק את הטור המקורי. אם הטור המקורי


מתכנס, הטור הכללי מתכנס בתנאי.

משפט

טור מתכנס בהחלט הוא טור מתכנס.

הוכחה:

אם נתון שהטור מתכנס בהחלט, טור הערכים המוחלטים הוא מתכנס.

לפי קריטריון קושי, טבעי
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צ"ל: 
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 טור מתכנס.
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* אי שוויון המשולש.

** לפי טענה קודמת.

סה"כ קיבלנו שהטור הכללי מקיים את הגדרת ההתכנסות של קושי.
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 מתכנס.

קבע התכנסות בהחלט / בתנאי או התבדרות:
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נסתכל על טור הערכים המוחלטים:
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זהו טור 
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. הטור מתכנס.

סה"כ קיבלנו: טור הערכים המוחלטים מתכנס 
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 הטור המקורי מתכנס בהחלט.
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נסתכל על טור הערכים המוחלטים:
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טור מתבדר

בינתיים קיבלנו שטור הערכים המוחלטים הוא מתבדר.

נסתכל על הטור המקורי:
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הטור הראשי מתכנס.


[image: image503.wmf]ß


הטור המקורי מתכנס בתנאי.
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נסתכל על טור הערכים המוחלטים:
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נבדוק לפי מבחן האינטגרל:
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נסתכל על 
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תחום הגדרה: 
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. הפונקציה מוגדרת לכל 
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 בקטע.

חיובית: 
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 בקטע.

לא עולה:
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טור הערכים המוחלטים מתכנס.
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הטור הנבדק מתכנס בהחלט.

הטור מתכנס.
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נסתכל על טור הערכים המוחלטים:
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טור 
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טור הערכים המוחלטים מתכנס.
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הטור המקורי מתכנס בהחלט.
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נסתכל על האיבר הכללי:
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הטור הכללי מתבדר.
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טור 
[image: image528.wmf]p

, 
[image: image529.wmf]2
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. מתבדר.
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הטור גדול מטור מתבדר ולכן הוא מתבדר.
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נבדוק קיום תנאי כלל לייבניץ:

איבר כללי שואף ל 0:
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פונקציות בכמה משתנים

בעמ' 133-135 ישנם מושגים הקשורים לצורות מרחביות – להכיר אותם.
פרק 10 – קריאה עצמית של מושגים.
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 סביבה של נקודה 
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פונקציה במשתנה יחיד: 
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פונקציה בשני משתנים: 
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פונקציה ב 
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כדור פתוח בעל רדיוס 
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, שמרכזו בנקודה 
[image: image542.wmf]0

M

 נקרא 
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כלומר כל הנקודות 
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נקודה פנימית, קבוצה פתוחה

הנקודה 
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M

 היא נקודה פנימית של קבוצה 
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 אם קיימת 
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קבוצה 
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 שכל נקודותיה הן נקודות פנימיות נקראת קבוצה פתוחה.

הנקודה 
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 היא נקודה גבולית של קבוצה 
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 אם לכל 
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 סביבה של נקודה 
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 יש נקודות השייכות לקבוצה 
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 וגם נקודות שאינן בקבוצה.

מעגל שמרכזו ב 
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דוגמא:

נסתכל על הקבוצה 
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נקודות בתוך מעגל, שמרכזו בראשית ורדיוסו 1, לא כולל נקודות שפה.
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 נקודה פנימית.
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 נקודה גבולית.
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הגדרה:

אם לקבוצה פתוחה נוסיף את כל הנקודות הגבוליות שלה, נקבל קבוצה סגורה.
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זוהי טבעת, כולל השפה החיצונית ולא כולל השפה הפנימית. קבוצה זו היא לא פתוחה ולא סגורה.
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זוהי קבוצה סגורה.

הגדרה:

קבוצה D תקרא קבוצה קשירה, אם ניתן לחבר כל שתי נקודות בקבוצה ע"י קו רציף שנמצא כולו בקבוצה.

קבוצה פתוחה וגם קשירה נקראת תחום.
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פונקציות במספר משתנים – גבולות ורציפות
תהי 
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 עצמה.

הגדרה:

נאמר שהמספר 
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 הוא הגבול של הפונקציה 
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יש לציין שהגבול 
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 אינו תלוי במסלול שדרכו הנקודה 
[image: image581.wmf]M

 שואפת לנקודה 
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הגדרה על פי היינה
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 הוא הגבול של הפונקציה 
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 שבהן הפונקציה מוגדרת, סדרת המספרים 
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הערות:

שתי ההגדרות הנ"ל הן שקולות.

אם קיים גבול ל 
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 מתקבלים גבולות שונים, כתוצאה ממסלולים שונים של התקרבות לנקודה 
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נתונה הפונקציה 
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נבדוק את הגבול דרך קו כללי שעובר בנקודה 
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אם קיבלנו תשובה שתלויה ב 
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 אין גבול לפונקציה בנקודה הנ"ל ב 
[image: image607.wmf](0,0)

.

אם 
[image: image608.wmf]yx

=

 
[image: image609.wmf](1)

k

=

, 
[image: image610.wmf]2

11

0

12

L

-

==

+

.
אם 
[image: image611.wmf]2

yx

=

 
[image: image612.wmf](2)

k

=

, 
[image: image613.wmf]22

189

l

==

+

.

בדוק קיום גבול: 
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נבדוק את הגבול דרך קו ישר העובר ב 
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נבדוק את הגבול דרך מסלול מהצורה 
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 משפחה של פרבולות העוברות ב 
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ננסה מסלול מהצורה 
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אין גבול בנקודה.
לקרוא בעמ' 151 את משפט 1 – חוקי גבולות.
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כאן הנקודה אינה בעייתית ולכן מספיק להציב.

טכניקה לחישוב גבול
משפט הסנדוויץ'

אם 
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שימוש בגבולות ידועים
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חשב: 
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בדיקת מסלולים:
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פרבולה 
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נוכיח כי קיים גבול והוא 0:
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בהנחה שהגבול 
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 קיים, מצא את הגבול.
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חשב את הגבול (ידוע שקיים):
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[image: image639.wmf]11

1sinsin1

11

00

00

1

sin

1

xx

yy

yyy

x

-££

--

®®

¯¯

-£×£

-


חשב את הגבול (בהנחה שקיים):
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הגדרה:

תהי 
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 מוגדרת בתחום 
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הפונקציה 
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 תהיה רציפה בנקודה 
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עבור איזה ערך של 
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 הפונקציה הבאה רציפה בנקודה 
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בתרגיל קודם הוכחנו ש 
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האם הפונקציה הנ"ל רציפה ב 
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 (גבול ידוע).

[image: image655.wmf](,)(0,0)
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 ולכן הפונקציה לא רציפה.
כדי שהפונקציה תהיה רציפה, נגדיר מחדש 
[image: image656.wmf](0,0)1
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לקרוא עמ' 162, סעיף 5 – תכונות של פונקציות – משפטים 3,4,5,6 (ללא הוכחה) + דוגמאות 12 ו 13.

הרצאה 8

10.4.05

· נגזרות חלקיות.
· דיפרנציאביליות – פרק 12, סעיף 3 – דיפרנציאביליות של פונקציה במספר משתנים. לקרוא משפטים ודוגמאות (אין צורך בהוכחות).
· כלל השרשרת.
נגזרות חלקיות
נגזרות של פונקציות במשתנה אחד הן שיפוע הישר המשיק במקודה. במרחב נגזרת היא שיפוע המישור המשיק בנקודה. בנגזרות עם יותר משתנים משמעות הנגזרת היא קצב השינוי של המשתנים.
נגזרת חלקית היא נגזרת לפי חלק מהמשתנים בלבד. אם הפונקציה היא 
[image: image657.wmf](,)

fxy

, ניתן לגזור לפי 
[image: image658.wmf]x

 או לפי 
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. כשאנו גוזרים לפי משתנה אחד, אנו מתייחסים לשאר המשתנים כאל קבועים.

הגדרה:

תהי 
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 פונקציה בשני משתנים ותהי 
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 נקודה בתחום ההגדרה של 
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.

אז הנגזרת החלקית של 
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 ביחס למשתנה 
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 בנקודה 
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[image: image667.wmf]¶

 - נגזרת חלקית. נגזרת של פונקציה במספר משתנים.


[image: image668.wmf]d

 - נגזרת של פונקציה במשתנה יחיד.

באותו אופן נגדיר נגזרת חלקית של 
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 ביחס למשתנה 
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 בנקודה 
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גזור כל אחת מהפונקציות הבאות לפי כל אחד מהמשתנים:
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(כל פעם אנו מתייחסים למשתנים האחרים כאל קבוע)


[image: image675.wmf](,,)ln()

yz

fxyzxexyz

=×+


חשב נגזרות חלקיות בנקודה 
[image: image676.wmf](,1,1)
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חשב נגזרות חלקיות של:


[image: image678.wmf]3

22

(,)(0,0)

(,)

0(,)(0,0)

x

xy

fxy

xy

xy

ì

¹

ï

=

+

í

ï

=

î


נחלק את התרגיל לשני סוגים של נקודות:

עבור נקודות 
[image: image679.wmf](,)(0,0)
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עבור הנקודה 
[image: image681.wmf](0,0)
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יש לחשב נגזרות לפי הגדרה:
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עבור פונקציה במספר משתנים:

· פונקציה יכולה להיות לא רציפה בנקודה 
[image: image683.wmf]00
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, אבל היא כן גזירה חלקית באותה נקודה.

· מהעובדה שלפונקציה קיימות נגזרות חלקיות בנקודה לא נובעת (בדרך כלל) רציפות הפונקציה במספר משתנים באותה נקודה.
יש לשים לב שהדבר שונה מפונקציה במשתנה יחיד, שם פונקציה גזירה היא בהכרח רציפה.

עמ' 170 דוגמא 3:
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הפונקציה לא רציפה ב 
[image: image686.wmf](0,0)

 - דוגמא 11.7.

זוהי דוגמא לפונקציה שהיא גזירה לפי 
[image: image687.wmf]x

 ולפי 
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 ב 
[image: image689.wmf](0,0)

, אבל לא רציפה ב 
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.

נגזרת מורכבת – כלל השרשרת

תהי 
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 פונקציה בשני משתנים, בעלת נגזרות חלקיות רציפות, המקיימת 
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נסמן:
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חשבו בנקודה 
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נתון 
[image: image699.wmf]sin(sinsin)

wxFyx

=+-

.

חשב את ערך הביטוי 
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יש לשים לב לכך ש 
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 היא פונקציה של משתנה אחד.
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(הרצאה 9 חסרה)

הרצאה 10

1.5.05

· נגזרת מכוונת – נוסחת עבודה
· גרדיאנט

· נגזרות מסדר גבוה
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[פרק 12 סעיף 7 בספר]

משפט

אם הפונקציה 
[image: image707.wmf](,)
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 היא דיפרנציאבילית בסביבת הנקודה 
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(,)

Mxy

, אזי קיימת הנגזרת המכוונת שלה בנקודה 
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הנגזרת המכוונת מוגדרת ע"י: 
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[image: image712.wmf]000000000

000

(,,)(,,)(,,)

(,,)

'''

xxyzyxyzzxyz

xyz

f

fff

u

abg

¶

=×+×+×

¶

r


דוגמא:

חשב את הנגזרת המכוונת של הפונקציה 
[image: image713.wmf]2
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 בנקודה 
[image: image714.wmf](1,1,2)

-

 בכיוון הוקטור 
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א. נבדוק את אורך הוקטור הנתון:
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ב. ננרמל את הוקטור הנתון:
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תזכורת: אם הפונקציה מוגדרת בסביבת הנקודה 
[image: image718.wmf]0
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 ואם הנגזרות החלקיות בנקודה 
[image: image719.wmf]0
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 קיימות ורציפות, אזי הפונקציה דיפרנציאבילית בנקודה 
[image: image720.wmf]0
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הערה 2 סעיף 3 בפרק 12: רציפות הנגזרות החלקיות בנקודה היא תנאי מספיק לדיפרנציאביליות.
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הקשר בין דיפרנציאביליות ונגזרת מכוונת

תזכורת:

· פונקציה דיפרנציאבילית ב 
[image: image723.wmf]0
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image724.wmf]Ü

 קיום נגזרות חלקיות בנקודה 
[image: image725.wmf]0

M

.
· פונקציה דיפרנציאבילית ב 
[image: image726.wmf]0
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[image: image727.wmf]Ü

 קיימת נגזרת מכוונת בנקודה 
[image: image728.wmf]0
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.
דיפרנציאביליות ב 
[image: image729.wmf]0
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Ü

קיום נגזרת מכוונת בנקודה 
[image: image730.wmf]0
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.
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ראינו בהרצאה קודמת לגבי 
[image: image732.wmf]2
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חישבנו (לפי הגדרה) נגזרת מכוונת וקיבלנו:
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אבל העובדה שקיימת נגזרת מכוונת אינה מראה שום דבר על הדיפרנציאביליות. הפונקציה הנ"ל אינה דיפרנציאבילית בנקודה.

נוכיח כי הפונקציה אינה רציפה ב 
[image: image734.wmf](0,0)
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 אינה דיפרנציאבילית ב 
[image: image736.wmf](0,0)

.

נראה כי שני מסלולים שונים העוברים דרך 
[image: image737.wmf](0,0)

 נותנים תשובות שונות 
[image: image738.wmf]Ü

 הפונקציה לא רציפה ב 
[image: image739.wmf](0,0)

.

א. מסלול 
[image: image740.wmf]2
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ב. מסלול 
[image: image742.wmf]2

2

yx

=

:


[image: image743.wmf]2
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הגדרה:
בהנתן פונקציה 
[image: image744.wmf](,,)
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 ונקודה 
[image: image745.wmf]0000
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, הוקטור 
[image: image746.wmf](
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נקרא גרדיאנט של שדה סקלרי של 
[image: image747.wmf](,,)

fxyz

 בנקודה 
[image: image748.wmf]0

M

.

בקיצור: גרדיאנט הוא וקטור שרכיביו הם הנגזרות החלקיות המתאימות.

תכונות וקטור הגרדיאנט

1. גרדיאנט בנקודה 
[image: image749.wmf]0

M

 הוא בכיוון הנורמל למשטח הגובה העובר דרך 
[image: image750.wmf]0

M

.
2. קצב ההשתנות המקסימלי של פונקציה 
[image: image751.wmf]f

 הוא בכיוון וקטור הגרדיאנט (כלומר בכיוון 
[image: image752.wmf]f
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).
      קצב ההשתנות המינימלי של פונקציה 
[image: image753.wmf]f

 הוא בכיוון מנוגד לוקטור הגרדיאנט (כלומר בכיוון 
[image: image754.wmf]f
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).

3. הערך המקסימלי של הנגזרת המכוונת של 
[image: image755.wmf](,,)

fxyz

 בנקודה 
[image: image756.wmf]0

M

 שווה לאורך של וקטור הגרדיאנט בנקודה 
[image: image757.wmf]0

M

.

דוגמא:

נתונה הפונקציה 
[image: image758.wmf](
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1. מצא את הכיוון בו הפונקציה גדלה בנקודה המהירה ביותר בנקודה 
[image: image759.wmf]0
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2. מצא את קצב הגידול המקסימלי של הפונקציה בנקודה הנתונה.
א. הכיוון בו הפונקציה גדלה בצורה המהירה ביותר הוא כיוון הגרדיאנט באותה נקודה.
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(1,2,1)

222

222

(1,2,1)

21

'

3

22

'

3

21

'

3

121121

,,

333333

x

y

z

x

w

xyz

y

w

xyz

z

w

xyz

fijk

==

++

==

++

==

++

æö

Ñ=++=

ç÷

èø


הנגזרת המכוונת המקסימלית שווה לאורך של וקטור הגרדיאנט:


[image: image761.wmf]222
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נגזרות חלקיות מסדר גבוה
נגזרות חלקיות מסדר שני עבור 
[image: image762.wmf](,)
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:
נגזרת ראשונה לפי 
[image: image763.wmf]x

 ושניה לפי 
[image: image764.wmf]x
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[image: image765.wmf]2
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נגזרת ראשונה לפי 
[image: image766.wmf]x

 ושניה לפי 
[image: image767.wmf]y
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[image: image768.wmf]2

''

xy

f

f

yx

¶

=

¶¶

.

נגזרת ראשונה לפי 
[image: image769.wmf]y

 ושניה לפי 
[image: image770.wmf]x
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[image: image771.wmf]2
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נגזרת ראשונה לפי 
[image: image772.wmf]y

 ושניה לפי 
[image: image773.wmf]y
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מצא נגזרות מסדר שני של הפונקציה 
[image: image776.wmf](
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משפט
אם פונקציה 
[image: image781.wmf](,)
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 מוגדרת בתחום 
[image: image782.wmf]D

 ובעלת נגזרות חלקיות רציפות 
[image: image783.wmf]'','',','
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 בסביבת הנקודה 
[image: image784.wmf]0

MD

Î

, אזי הנגזרות החלקיות בסביבת 
[image: image785.wmf]0

M

 הן שוות 
[image: image786.wmf]00
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הגדרה:

הפונקציה 
[image: image787.wmf]12
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 תקרא שייכת למחלקה 
[image: image788.wmf]c

 בתחום 
[image: image789.wmf]D

, אם היא רציפה ב 
[image: image790.wmf]D

.

הפונקציה 
[image: image791.wmf]f

 תקרא שייכת למחלקה 
[image: image792.wmf]n

c

, אם היא רציפה ובעלת נגזרות חלקיות רציפות עד סדר 
[image: image793.wmf]n

 (כולל) בתחום 
[image: image794.wmf]D

.

משפט

אם פונקציה ששייכת למחלקה 
[image: image795.wmf]n

c

, אזי ערך הנגזרות החלקיות המעורבות מסדר 
[image: image796.wmf]n

 אינו תלוי בסדר הגזירה.

הרצאה 11

8.5.05

· נוסחת טיילור

· אקסטרמום

1. אקסטרמום מקומי.

2. אקסטרמום מוחלט.
נוסחת טיילור
עבור פונקציה 
[image: image797.wmf](,)
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תהי 
[image: image798.wmf](,)
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 פונקציה השייכת למחלקה 
[image: image799.wmf]1

n

C

+

, המוגדרת בסביבת הנקודה 
[image: image800.wmf]000
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דוגמא:

חשב פיתוח טור טיילור עבור 
[image: image802.wmf]3322
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 עד סדר 
[image: image803.wmf]3
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, ללא איבר שארית, בסביבת הנקודה 
[image: image804.wmf](1,2)
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חזרה על אלגברה:

דטרמיננטות
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גודל 
[image: image807.wmf]33
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ישנו כלל המקצר חישוב דטרמיננטה בגודל זה:
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(לפי האלכסונים)

חישוב בשיטה הרגילה:
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אקסטרמום מקומי ותנאי הכרחי לקיומו

פונקציה במשתנה יחיד:

1. נקודות קריטיות (נקודות חשודות כקיצון) – נקודות שמאפסות נגזרת + נקודות בהן הנגזרת אינה מוגדרת.
2. מיון נקודות קריטיות: טבלה, שיטת הנגזרת השניה: 
[image: image812.wmf]0
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[image: image813.wmf]0
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 נקודת מינימום, 
[image: image814.wmf]0
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 - 
[image: image815.wmf]0

x

 נקודת מקסימום, 
[image: image816.wmf]0
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fx
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 - לא ניתן לדעת.
מציאת נקודות קיצון מקומיות:
1. נקודות קריטיות (נקודות חשודות כקיצון). גוזרים את הפונקציה לפי כל אחד מהמשתנים, משווים נגזרות חלקיות לאפס ופותרים + נקודות בהן הנגזרות אינן מוגדרות.

2. מיון נקודות קריטיות. בונים מטריצה של נגזרות מסדר שני ובודקים האם זו תבנית חיובית או תבנית שלילית.

[image: image817.wmf](,)
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אם כל המינורים הראשיים בנקודה שחישבנו הם חיוביים (התבנית היא חיובית), הנקודה היא נקודת מינימום מקומי.

[image: image818.wmf](,)
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 - המינורים הראשיים: 
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[image: image820.wmf]330
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אם המינורים הראשיים מחליפים סימן לסירוגין, כאשר המינור הראשון שלילי (התבנית שלילית), הנקודה היא נקודת מקסימום מקומי.
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[image: image822.wmf]330
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בכל מצב אחר לא ניתן למיין את הסוג של הנקודה הקריטית, למעט המצב הבא: עבור פונקציה בשני משתנים 
[image: image823.wmf](,)

fxy

, אם הדטרמיננטה היא שלילית, הנקודה היא נקודת אוכף. זוהי נקודת פיתול, בה הפונקציה עוברת מקמירות לקעירות.
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[עמ' 235 בספר – הסברים נוספים על דטרמיננטות]
הגדרה:

לפונקציה 
[image: image825.wmf]12
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 יש מקסימום מקומי בנקודה 
[image: image826.wmf]0

x

, אם קיימת סביבה של 
[image: image827.wmf]0

M

 כזאת שלכל 
[image: image828.wmf]M

 מהסביבה הנ"ל מתקיים 
[image: image829.wmf]0
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לפונקציה 
[image: image830.wmf]12
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 יש מינימום מקומי בנקודה 
[image: image831.wmf]0

x

, אם קיימת סביבה של 
[image: image832.wmf]0

M

 כזאת שלכל 
[image: image833.wmf]M

 מהסביבה הנ"ל מתקיים 
[image: image834.wmf]0
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משפט – תנאי הכרחי לקיום אקסטרמום

אם לפונקציה 
[image: image835.wmf]12
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 יש אקסטרמום בנקודה 
[image: image836.wmf]0

M

 ובנוסף היא בעלת נגזרות חלקיות מסדר ראשון בנקודה 
[image: image837.wmf]0

M

, אזי כל הנגזרות הללו שוות ל 0.
הוכחה: (ללמוד לבד) – עמ' 233 בספר.

יש לשים לב שהתנאי שכל הנגזרות החלקיות שוות ל 0 הוא תנאי הכרחי בלבד. כלומר, יתכן מצב בו הנגזרות החלקיות בנקודה שוות ל 0, אבל הנקודה אינה נקודת קיצון.

דוגמא: 
[image: image838.wmf](,)

fxyxy
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. הנגזרות החלקיות מתאפסות ב 
[image: image839.wmf](0,0)

, אבל לכל 
[image: image840.wmf]e

 סביבה של נקודה נמצא נקודות בהן הפונקציות מקבלת ערך גבוה יותר מ 
[image: image841.wmf](0,0)

f

 וערך נמוך יותר מ 
[image: image842.wmf](0,0)

f

.

הגדרה:

הנקודה 
[image: image843.wmf]0

M

 תקרא נקודה קריטית (חשודה כקיצון) אם עשוי להיות בה אקסטרמום לוקלי.

מציאת נקודות קריטיות:

נקודות בהן הנגזרות מסדר ראשון מתאפסות או נקודות בהן הנגזרות מסדר ראשון לא קיימות (לא מוגדרות בנקודה).
משפט

תהי 
[image: image844.wmf]0

M

 נקודה קריטית לפונקציה 
[image: image845.wmf]12
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 ונניח ש 
[image: image846.wmf]()
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 שייכת למחלקה 
[image: image847.wmf]2

C

. אזי התבנית הריבועית 
[image: image848.wmf]2
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 (נבדוק מינורים ראשונים של מטריצת ההסיאן):
1. אם התבנית הריבועית היא חיובית ב 
[image: image849.wmf]0

M

 
[image: image850.wmf]Ü

 נקודת מינימום מקומי.

2. אם התבנית הריבועית היא שלילית ב 
[image: image851.wmf]0

M

 
[image: image852.wmf]Ü

 נקודת מקסימום מקומי.
3. אם התבנית היא מעורבת, אז אין אקסטרמום בנקודה 
[image: image853.wmf]0

M

.
הערה: המשפט אינו נותן תשובה כאשר התבנית הריבועית אינה חיובית ואינה שלילית. במקרה זה בודקים את הערך של הפונקציה בסביבה של הנקודה הקריטית.

מצא נקודת קיצון מקומי של 
[image: image854.wmf]22

(,)

fxyxxyy

=-+

.

נמצא נקודות קריטיות:
1. נקודות שמאפסות נגזרות חלקיות:
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2. נקודות בהן הנגזרות החלקיות לא מוגדרות: אין.

מיון:

נבנה הסיאן (דטרמיננטה של נגזרות מסדר שני):
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בנקודה 
[image: image857.wmf](0,0)

 יש מינימום מקומי.

דוגמא נוספת: 
[image: image858.wmf]222
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הנקודה היא 
[image: image860.wmf]311
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 (מקבלים אותה כשמשווים את הנגזרות החלקיות ל 0).

ב.
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תבנית שלילית 
[image: image862.wmf]Ü

 נקודת מקסימום מקומי.

הרצאה 12

15.5.05

מציאת נקודת אקסטרמום של פונקציה.

1. בתחום חסום וסגור – שיטת הצבה, שיטת כופלי לגרנג'.

2. באילוץ.
בפונקציה במשתנה יחיד:

[image: image863]
במרחב:


[image: image864]
מציאת אקסטרמום מוחלט (בתחום חסום וסגור / גלובלי)
נתונה פונקציה 
[image: image865.wmf](,)
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 ותחום חסום וסגור 
[image: image866.wmf]D

.

מחפשים את הערך המקסימלי והערך המינימלי ש 
[image: image867.wmf](,)

fxy

 מקבלת מעל התחום 
[image: image868.wmf]D

.

על פי משפט ווירשטראס, פונקציה רציפה בתחום חסום וסגור 
[image: image869.wmf]D

 מקבלת גם ערך מינימלי וגם ערך מקסימלי בתחום והוא יכול להתקבל בנקודות פנימיות של התחום, בנקודות על שפת התחום ובנקודות חוד (נקודות מפגש של שפות).
מציאת נקודות קיצון מוחלט

1. מוצאים נקודות קריטיות פנימיות: גוזרים את הפונקציה ומשווים נגזרות חלקיות ל 0 + נקודות שבהן הנגזרת אינה מוגדרת. יש לשים לב לכך שאנו מתייחסים רק לנקודות בתחום 
[image: image870.wmf]D

.
2. מציאת נקודות קריטיות על השפות. עבור כל שפה יש למצוא נקודות קריטיות בנפרד.
שיטת הצבה: מבודדים את אחד מהמשתנים, מציבים בפונקציה הראשית ומקבלים פונקציה במשתנה יחיד. גוזרים, משווים נגזרת ל 0 ומוצאים נקודה חשודה על השפה.

שיטת כופלי לגרנג'.

3. נקודות חוד.

4. לוקחים את התשובות מהסעיפים הקודמים ומציבים בפונקציה המקורית.
הערך הגבוה ביותר שהפונקציה מקבלת בתחום 
[image: image871.wmf]D

 הוא הערך המקסימלי בתחום 
[image: image872.wmf]D

.

הערך הנמוך ביותר שהפונקציה מקבלת בתחום 
[image: image873.wmf]D

 הוא הערך המינימלי בתחום 
[image: image874.wmf]D

.

מצא ערך מינימלי ומקסימלי שהפונקציה 
[image: image875.wmf]22
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 מקבלת בתחום 
[image: image876.wmf]D

, המוגדר ע"י 
[image: image877.wmf]{
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[image: image878]
1. נקודות פנימיות:

גוזרים נגזרות מסדר ראשון ומשווים ל 0.
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2. נקודות על השפה:

על השפה 
[image: image880.wmf]0
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נציב את השפה בפונקציה המקורית:


[image: image881.wmf]2
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גוזרים ומשווים נגזרת ל 0:
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על השפה 
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גוזרים ומשווים נגזרת ל 0:
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על השפה 
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ג. נקודות החוד: 
[image: image888.wmf](0,0),(3,0),(0,3)
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	נקודה חשודה

	6
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	ערך הפונקציה


הערך המקסימלי הוא 6. הוא מתקבל בנקודות 
[image: image900.wmf](0,3)
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 ו 
[image: image901.wmf](3,0)

-

.

הערך המינימלי הוא
[image: image902.wmf]1
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. הוא מתקבל בנקודה 
[image: image903.wmf](1,1)
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.

ישנן שפות בהן לא ניתן לבודד משתנה או שהדבר יוצר בעיות:
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שיטת כופלי לגרנג'

בהנתן פונקציה 
[image: image905.wmf](,)
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 ואילוץ המוגדר ע"י 
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מחפשים נקודות חשודות כקיצון של 
[image: image908.wmf]L
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מצא ערך גדול ביותר וקטן ביותר של 
[image: image910.wmf]22
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 בתחום 
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[image: image912]
3. מציאת נקודות חוד:
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[image: image914.wmf]1111

,3,,3

10101010

æöæö

-×-×

ç÷ç÷

ç÷ç÷

èøèø


יש לשים לב לכך שמהמשוואה השניה מקבלים 4 נקודות, אך רק שתיים מתאימות למשוואה הראשונה.

1. מציאת נקודות חשודות פנימיות:
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[image: image916.wmf](6,8)
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 - לא בתחום.

2. מציאת נקודות שודות על השפה:

על השפה 
[image: image917.wmf]22
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שיטת כופלי לגרנג':
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בונים פונקציית לגרנג': 
[image: image919.wmf](,,)(,)(,)
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 אינה בתחום ולכן נשארת רק 
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על השפה 
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[image: image926.wmf](3,9)
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 היא מחוץ למעגל ולכן אינה בתחום.

סך כל הנקודות:


[image: image927.wmf]111134

,3,,3,,

1010101055

æöæö

æö

-×-×-

ç÷ç÷

ç÷

ç÷ç÷

èø

èøèø

.

הרצאה 13
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· אקסטרמום באילוץ
· שיטת הסיאן מאולץ

· אינטגרלים כפולים

נתונה הפונקציה 
[image: image928.wmf]22
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. חשב ערך מינימלי ומקסימלי עבור נקודות המקיימות:

א. 
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ב. 
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 I. נקודות פנימיות:
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נקודה פנימית 
[image: image933.wmf](1,1)
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II. נקודות על השפה:
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ב.
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מצא נקודת אקסטרמום של 
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 המקיימות את האילוץ 
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נפתור בשיטת ההצבה:
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נקודת min 
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שיטת הסיאן מאולץ

בונים 
[image: image946.wmf]H
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, הסיאן מאולץ המוגדר ע"י:
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כאשר 
[image: image948.wmf](,)
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 היא פונקציית אילוץ ו 
[image: image949.wmf]L

 היא פונקציית לגרנג'.

אם בנקודה חשודה 
[image: image950.wmf]0
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, זוהי נקודת מקסימום. אם 
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, זוהי נקודת מינימום.

נפתור את התרגיל הנ"ל בשיטת הסיאן מאולץ:
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אינטגרלים כפולים
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V - נפח הצורה שבסיסה התחתון הוא 
[image: image955.wmf]D

, חסומה מלמעלה ע"י 
[image: image956.wmf](,)
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 (כאשר 
[image: image957.wmf](,)
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 נמצאת מעל מישור 
[image: image958.wmf](,)

xy

) והמקצועות הצדדיים ניצבים למישור 
[image: image959.wmf](,)

xy

.
ניתן לחשב באמצעות אינטגרל כפול גם שטח 
[image: image960.wmf]D

 שנמצא במישור 
[image: image961.wmf](,)
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פתרון בעיות של אינטגרלים כפולים

א. לפי סוג התחום.
תחום פשוט לגמרי:

[image: image963.wmf]x

 נמצא בין שני מספרים 
[image: image964.wmf]a

 ו 
[image: image965.wmf]b

. 
[image: image966.wmf]y

 נע בין 
[image: image967.wmf]c

 ו 
[image: image968.wmf]d

. בעצם זהו מלבן.
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תחום פשוט אופקית:
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תחום פשוט אנכית:
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חשב את הנפח שנוצר מעל תחום 
[image: image975.wmf]D

, החסום ע"י הישרים 
[image: image976.wmf]0,1,0,2
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 והפונקציה 
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(,)

fxyxyx

=+

, כשהמקצועות הצדדיים של הצורה הנ"ל ניצבים למישור 
[image: image978.wmf](,)
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חשב את 
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()

D

xydxdy

+

òò

 כאשר 
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 הוא התחום החסום ע"י 
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yx

=

 ו 
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חשבו 
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מומלץ:
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הרצאה 14
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אינטגרלים כפולים:
· שינוי סדר אינטגרציה.

· החלפת משתנים – משפט היעקוביין.
· החלפה לקואורדינטות פולריות.
· החלפה כלשהי.
שינוי סדר אינטגרציה
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התחום הנתון: 
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את האינטגרל 
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 קשה לחשב.

אינטגרל לפי 
[image: image994.wmf]x

 הוא מיידי: 
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[image: image996]
"החלפת תפקידים": כשמחליפים את הסדר צריכים להביע את אותו התחום. 
[image: image997.wmf]x

 היה בין שני גדלים מספריים והוא עובר להיות בין שתי פונקציות. 
[image: image998.wmf]y

 היה בין שתי פונקציות והוא עובר להיות בין שני גדלים מספריים.
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(1) הפונקציה.

(2) היעקוביין.
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