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  1תרגיל בית מספר 
  

     מציאת מודול וארגומנט
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  1פתרונות לתרגיל בית 
  

  מציאת מודול וארגומנט
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biaz כל המרוכבים .1 )  קיימיםמה =+ ) 12 +=+− ziz.  

biazנציב  )ונקבל  =+ ) 12 ++=+−+ biaibia ,  
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2222 121244 baabbaa +++=+−++−  
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biabia -כלומר +=+ 12  
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bbהצבה במשוואה השנייה תיתן לנו  -  a=−1אם  • במקרה זה אין כל  - כלומר. ( =
 .)הוא יכול להיות כל מספר ממשי .bהגבלה על 
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) -מן המשוואה השנייה נקבל  ) 034034 =+⇐=+ babba    , 0 -ועל כן=b  או

4
3−=a.  

aaהצבה במשוואה הראשונה תיתן  b=0אם  • 32 2 )כלומר ,   = ) 032 =−aa  ,כלומר - 

0=a  2או
3=a. 

4אם  •
3−=a  4הצבה במשוואה הראשונה תיתן

92
16
9 22 −=−⋅ b  , 4כלומר

92
8
9 2 −=− b .

18169ונקבל  8 - נכפול ב 2 −=− b , 16 - ובמילים אחרות
272 =b . 4 - על כן

33±=b. 
  

4:  פתרונות והם  4כ יש לנו "סה
33

4
3

4
33

4
3

2
3 ,,,0 −−+−=== zzz .  

  
3 .zzzz בעוד אגף ימין הינו , ניתן לבדוק ולראות כי אגף שמאל הוא מספר ממשי טהור. ⋅=−

באגף שמאל  –הסבר . מדומה טהור
2zzz zz -באגף ימין . וזהו מספר ממשי, ⋅= אם נסמן . −

biaz bibiabiabiabiazzנראה כי  =+ 2)( . וזהו מדומה טהור, −=+−−=+−+=

zztניתן גם לסמן ( ttולראות כי  =− zz -ולפי הדגשים בתרגול זה מעיד על כך ש, =− הינו  −
  .)מדומה טהור

וזהו פתרון , z=0המספר היחיד שהוא גם ממשי טהור וגם מדומה טהור הוא  –בכל אופן 
  . המשוואה

  
  

   תכונות המרוכבים 
  

)ועלינו להראות כי  z=1ידוע כי . 1 ) 5.0Re −=w , כאשר
z

zw
−

=
1

עבור מספר מרוכב  -כידוע. 

w ,( )
2

Re www +
   -כלומר. =

  פרש הוא        הצמדה של מנה היא  הצמדה של ה          
  הפרש הצמודים                  מנת הצמודים

↑                       ↑  

( )

( ) ( )
( )( ) ( ) 2

1
2
1

2
1

2

22

2
1

2
1

2
1

2
1

2
2

2
2

1111
11

112
11

2
11

2
11

2
Re

−=
−+−
−+

⋅=
+−−
−+

⋅=
+−−

−+−
⋅=

+−−
−+−

⋅=
−−
−+−

⋅=

−
+

−
⋅=−

+
−=−

+
−=

⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛
−

+
−=

+
=

zz
zz

zz
zz

zzz
zzzz

zzzz
zzzzzz

zz
zzzz

z
z

z
zz

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
www
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     ↓                                                         ↓               ↓  

                       z=1נתון כי         צמצום  
2zzz =⋅  

  
  
  
  
  

עלינו להראות כי  .2
21

21

1 zz
zz

+
+

להראות כי החלק המדומה של מספר זה  - כלומר, ממשי טהור 

), wעבור מספר מרוכב , דועכי. מתאפס )
i
www

2
Im −

)על כן . = ) 0Im =w  אם ורק אם

i
ww

2
0 −
−=0נקבל  i2 -ואם נכפול משוואה זו ב,  = ww , זאת אומרתww = .  

בור ע - לכן
21

21

1 zz
zzw

+
+

wwעלינו להוכיח כי  = ⎟⎟ -כלומר, =
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
+
+

21

21

21

21

11 zz
zz

zz
zz

.  

:פיתוח אגף ימין נותן 
21

21

21

21

21

21

21

21

1111 zz
zz

zz
zz

zz
zz

zz
zz

⋅+
+

=
+
+

=
+
+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

   

                                ↓               ↓                ↓  
  הצמדה של כפל היא   הצמדה של       הצמדה של מנה היא מנת הצמודים                          
  מכפלת הצמודים         סכום הוא                           

  סכום הצמודים               
  

עלינו להראות כי  - על כן
21

21

1 zz
zz
⋅+

+
=

21

21

1 zz
zz

+
+

.  

  , )נכפיל את שני אגפי המשוואה בשני המכנים - כלומר(נכפול בהצלבה 

):  ונקבל כי עלינו להראות   )( ) ( )( )21212121 11 zzzzzzzz ++=⋅++  
  

פתיחת : (כלומר צריך להוכיח

2122211121222111)סוגריים zzzzzzzzzzzzzzzz ⋅⋅++⋅⋅+=⋅⋅++⋅⋅+   
  

12222: צריך להוכיח  -כלומר
2

1112222
2

11 zzzzzzzzzzzzzz ⋅⋅++⋅+=⋅⋅++⋅+  

                                             ↓                            ↓                      ↓                        ↓  

                                    1221 zzzz =            
2zzz =⋅           1221 zzzz =        

2zzz =⋅  

  כפל –או במילים (כפל                                   –או במילים (    
  )מרוכבים הינו חילופי)                             מרוכבים הינו חילופי                        

  
  

1: צריך להוכיח  -רכלומ
2

222
2

111
2

222
2

11 zzzzzzzzzzzz ⋅++⋅+=⋅++⋅+  

  

121נתון כי , כזכור == zz . נציב זאת ונקבל כי עלינו להוכיח: 

12211221 zzzzzzzz נקבל , נשתמש בעובדה כי חיבור מרוכבים הוא חילופיאם .  +++=+++

21212121: מהשוויון האחרון את פסוק האמת הבא zzzzzzzz ן השוויון ועל כ,  +++=+++
  . מתקיים
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ttאם . tונבדוק מהו ,  t -בכל סעיף נסמן את הביטוי המבוקש ב. 3 הוא ממשי  tנסיק כי   =

ttאם , טהור   . הוא מדומה טהור tנסיק כי  =−
   -הסבר

tttt
i
ttt =⇐=−⇐=

−
⇐=⇐ 00

2
0)Im( t ממשי טהור .  

ttttttt −=⇐=+⇐=
+

⇐=⇐ 00
2

0)Re(t מדומה טהור.   

  
  

  . אך לא בתרגיל זה, באופן כללי יתכנו ביטויים שאינם מדומה טהור או ממשי טהור -הערה
  
  

zz) א zztנסמן     − )אזי . =− ) ( ) tzzzzzzt   .מדומה טהור tלכן ,  =−=−=−−=−

2121) ב  zzzz 2121מן נס   ⋅−⋅ zzzzt אזי . =⋅−⋅

( ) ( ) tzzzzzzzzzzzzt −=⋅−⋅−=⋅−⋅=⋅−⋅=   .מדומה טהור tלכן , 212121212121
  

 )ג  
2

1

2

1

z
z

z
z
נסמן  +

2

1

2

1

z
z

z
zt tאזי . =+

z
z

z
z

z
z

z
z

z
z

z
zt =+=+=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=

2

1

2

1

2

1

2

1

2

1

2

ממשי  tלכן , 1

  . טהור
  
  
  
  

1נראה כי  :שאלת בונוס
1

=
−
−

za
az

ניתן להוכיח , ת המודוליםמאחר שמודול של מנה הוא מנ. 

1באופן שקול כי 
1

=
−
−

za
az

zaazאו כי     ,   −=−    - או כי ,      1
22 1 zaaz −=− 

ולכן העלאה בריבוע אינה מוסיפה , תמיד w≤0 -השקילות האחרונה נובעת מהעובדה ש(

   ).לשוויון המקורי פתרונות
  

 -נזכור ש
2www ולכן במקום , ⋅=

22 1 zaaz נרשום  −=−

( )( ) ( )( )zazaazaz −−=−− 11 .  
ונקבל כי ) צמוד של צמוד, מכפלת הצמודים, הפרש של צמודים(נפעל לפי חוקים הנוגעים להצמדה 

) -עלינו להוכיח את השוויון השקול  )( ) ( )( )zazaazaz −−=−− 11  
  

zzaazazaaazaazzz - ים נפתח סוגרי +−−=+−− שוב נשתמש בזהות . 1
2www =⋅ ,

ונקבל שנותר להוכיח ,  z=1ובנתון 
22 11 azazaazaaz   . וזהו פסוק אמת,  −−+=−−+
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  2תרגיל בית מספר 
  

  :הצגה קוטבית

6)   א :    חשב 
7

2
π

e      3 )ב
4

4
π−e  

  :נוסחת דה מואבר

))   א:    חשב .1 )63 i+−       ב (

25

2
3

2
1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− i  

הראה כי גם ).  nz=1כלומר . (nשורש יחידה מסדר  zנתון כי  .2
z
1

הינם שורשי יחידה  z - ו,  

  .nמסדר 
  

  )מצא את כל הפתרונות של המשוואות הבאות(  :משוואות

1 .( ) 022 23 =+− iz    2 .( ) 015 6 =++ iz  
  

  : חלוקת פולינומיםו שאלות נוספות
  

023שניים מפתרונות המשוואה . 1 =++ nmzz )nm, הם !!!) מרוכביםii +−   מצא את. ,1
   nm,.  

012263ידוע כי אחד משורשי המשוואה . 2 234 =−+++ xxxx   הואi51+− . מצא את כל  
  . שאר השורשים     

823שעבורו הפולינום  mמצא את הערך של . 3 +++ mxxx מתחלק ללא שארית בפולינום  
     2−x  .  

  
  מטריצות

  
  : נתונות המטריצות הבאות

1 .
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
500
050

       2 .
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
005
050

      3 .
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

000
005
050

     4 .
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

600
050
004

     

 5 .
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

400
040
004

     6 .⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

   

, משולשית תחתונה, האם היא משולשית עליונה 6 -1קבע לגבי כל אחת מהמטריצות הממוספרות 
  . א המתאים בטבלהבת –או + י מילוי "ע, סימטרית - אנטי, סימטרית, סקלארית, אלכסונית

  
 משולשית  

  עליונה
משולשית 
  תחתונה

אנטי   סימטרית  סקלארית  אלכסונית
  סימטרית

1              
2              
3              
4              
5              
6              
  

  )19:00עד ( 20.11.05:  להגשה עד
  !!!בהצלחה
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 1

  2פתרונות לתרגיל בית מספר 
  
  

  הצגה קוטבית
  

6כדי לחשב את   )א
7

2
π

e  ש ♥נשים- 
6

7π
o1806מכפילים . (o210הם   

7 כעת ). ×

( ) ( )( ) iiie −−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−=⋅+= 3

2
1

2
32210sin210cos22 6

7
oo

π

  

3כדי לחשב את  )ב
4

4
π−e  ש  ♥נשים-  

3
4π

כעת . o120 -או,  −o240הם  −

( ) ( )( ) ( ) iiie 3224120sin120cos44 2
3

2
13

4

+−=+−=⋅+=− oo
π

  

  
  מואבר -נוסחת דה

  

)כדי לחשב את ) א. 1 )63 i+− מואבר - וכך נוכל להשתמש בנוסחת דה, נעבור להצגה קוטבית .  

213:   המודול   =+=r    

:  הארגומנט
3

1tan
−

=ϑ  kππϑ +−=
6

o150 - וברביע הרלוונטי ,  
12

10
==

πϑ  .  

)על כן הייצוג הקוטבי של  )i+− 12הוא  3
10

2
π

e⋅ .  
מואבר                              - לפי משפט דה, לכן

( ) ( ) ( )( ) 645sin5cos646422 56
6

2
10

12
10

−=⋅+=⋅=⋅=⋅ πππππ

ieee    =( )63 i+−        
  
  

כדי לחשב את  )ב

25

2
3

2
1

−

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+ i  נעביר ראשית אתi

2
3

2
1
כדי שנוכל , להצגה קוטבית +

  .מואבר -להשתמש בנוסחת דה

1: המודול 
4
3

4
1

2
3

2
1

22

=+=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛=r  

kππϑϑ: הארגומנט +=⇒==
3

3tan
2
1
2
3

  

iלכן ההצגה הקוטבית של 
2
3

2
1
היא  +

ie 3
π

ולפי נוסחת דה מואבר  , 

( ) ( ) ( )
( )( ) ( )( ) ( ) ( ) iii

iee ii

2
3

2
1

2525

60sin60cos604360sin604360cos

1500sin1500cos33

−=−⋅+−=−×−⋅+−×−

=−⋅+−== −−

oooooo

oo
ππ
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 2

  .  nz=1ידוע כי . 2
  . ונאסוף מידע, נארגן כרגיל את הנתונים בטבלה

  

101:   מודול: אגף ימין 22 =+=r  אגף שמאל :ierz ϑ⋅=  

, אין צורך לחשב(  ϑ=0 : ארגומנט: אגף ימין
, הינו ממשי טהור 1 -מפני ש  - רואים זאת

עם הכיוון החיובי של הציר  o0היוצר זווית של 
  . )הממשי

  

innn:   חזקה -אגף שמאל erz ϑ⋅=  

  

:  ות המתקבלת מערכת המשווא
⎩
⎨
⎧

=
=

kn
rn

πϑ 2
1

⇐. שלם kכאשר ,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=

=

n
k

r
πϑ 2

1
  

אנו יודעים כי    -עד כה
n
kπϑ 2

= , 1=r .  

ierzנזכור כי אם , כעת ϑ⋅= , אזיierz ϑ−⋅=  , 1ונראה כי גם=nz .  
  

( ) ( ) ( ) 1012sin2cos22

=⋅+=−⋅+−==== −⋅−− ikikeeez kiininn n
k

πππϑ π

  

         ↓                ↓  

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

∈∀
02sin
12cos

m
m

Zm
π
π

                                             
n
kπϑ 2

=  

  

11נראה כעת כי גם 
=⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

n

z
ניתן לכתוב . 

z
z 11 )ולכן ,  −= ) nn

n

zz
z

−− ==⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ 11

.  

( ) ( ) 1012sin2cos22

=⋅+=−⋅+−==== −⋅−−− ikikeeez kiininn n
k

πππϑ π

  

         ↓                ↓  

( )
( )⎩

⎨
⎧

=
=

∈∀
02sin
12cos

m
m

Zm
π
π

                                             
n
kπϑ 2

=  

  
  

  משוואות
  

1 .( ) 022 23 =+− iz נחשב ונמצא כי , ראשית( ) ii 822 2 לכן המשוואה שעלינו לפתור . +=

083: שקולה למשוואה הבאה =− iz , אוiz 83 =  
  

):   מודול: אגף ימין ) 880 22 =−+=r  אגף שמאל :ierz ϑ⋅=  

:   ארגומנט: אגף ימין
2
πϑ , אין צורך לחשב( =

, טהור מדומההינו   i8-מפני ש  - רואים זאת

עם הכיוון החיובי של  o90יוצר זווית של ה
  . )הציר הממשי

  

ierz:   חזקה -אגף שמאל ϑ333 ⋅=  
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 3

:  מערכת המשוואות המתקבלת 
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

k

r

ππϑ 2
2

3

83

⇐. שלם kכאשר ,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

3
2

6

2
k

r
ππϑ

  

  :ונקבל את הפתרונות השונים, k=2,1,0נציב 

)  : k=0עבור  ) iiiez i +=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+=⋅+== 3

2
1

2
3230sin30cos22 6

0
oo

π

    

  : k=1עבור 
( ) ( ) iiiez i +−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−=⋅+== 3

2
1

2
32150sin150cos22 6

5

1
oo

π

    

)  : k=2עבור  ) iiez i 2270sin270cos22 6
9

2 −=⋅+== oo
π

    

  
הסיבה שהפתרונות שהתקבלו אינם צמודים זה לזה היא שמקדמי : הערה למניעת בלבול(

  ...)המשוואה אינם ממשיים טהורים
  

2 .( ) 015 6 =++ iz . נציב  –ראשיתizt 016 -ונקבל את המשוואה הבאה , =+5 =+t , או

16לחילופין   −=t) . נזכור לעבור בחזרה אל המשתנה  –בסיום התהליךz ,י הפחתה של "עi5 
  ).מכל אחד מהפתרונות

  

):   מודול: אגף ימין ) 101 22 =+−=r  אגף שמאל :ierz ϑ⋅=  

πϑ:   ארגומנט: אגף ימין , אין צורך לחשב( =
, הינו ממשי טהור −1 -מפני ש  - רואים זאת

עם הכיוון החיובי של  o180יוצר זווית של ה
  . )הציר הממשי

  

ierz:   חזקה -אגף שמאל ϑ666 ⋅=  

  

:  מערכת המשוואות המתקבלת 
⎩
⎨
⎧

+=
=

k
r

ππϑ 26
16

⇐. םשל kכאשר ,  
⎪⎩

⎪
⎨
⎧

+=

=

6
2

6

1
k

r
ππϑ

  

  :ונקבל את הפתרונות השונים, k=5,4,3,2,1,0נציב 

k   :iiet=0עבור  i

2
1

2
330sin30cos6

0 +=⋅+== oo
π

    

):   k=1עבור  ) iiet i =⋅+== oo 90sin90cos2
1

π

    

k   :iiet=2עבור  i

2
1

2
3150sin150cos6

5

2 +−=⋅+== oo
π

    

k   :iiet=3עבור  i

2
1

2
3210sin210cos6

7

3 −−=⋅+== oo
π

    

  

):   k=4עבור  ) iiet i −=⋅+== oo 270sin270cos6
9

4

π

    

  

k   :iiet=5עבור  i

2
1

2
3330sin330cos6

11

5 −=⋅+== oo
π

    

  

016פתרונות המשוואה  –כ "סה =+t  הם :iii
2
1

2
3,

2
1

2
3, ±−±±   .  
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)עלינו למצוא את פתרונות המשוואה  -כזכור ) 015 6 =++ iz  , וסימנוizt לכן . =+5

itz 5−=,  
  - וכך הפתרונות הם   

  

iitzit
2
14

2
35

2
1

2
3

000 −=−=⇒+=  

  

                             iitzit 45111 −=−=⇒=  
  

iitzit
2
14

2
35

2
1

2
3

222 −−=−=⇒+−=  

iitzit
2
15

2
35

2
1

2
3

333 −−=−=⇒−−=  

                           iitzit 65444 −=−=⇒−=  
  

    iitzit
2
15

2
35

2
1

2
3

555 −=−=⇒−=  

  
  

iiiiii  : כ הפתרונות הם"סה
2
15

2
3,

2
14

2
3,

2
15

2
3,

2
14

2
3,6,4 −−−−−−−−  

  
  
  
  
  
  
  

  שאלות נוספות
  
iiנציב את . 1 +− 023במשוואה  ) כל אחד בנפרד( ,1 =++ nmzz ,נו יודעים כי שהרי אi+1 
  . מאפסים משוואה זו −i -ו
  

)  : i+1הצבת  ) ( ) 011 23 =++++ nimi  

):  חישובי עזר  ) iiii 2111 2 =++−=+  

                        ( ) ( )( ) ( ) iiiiiii 222221111 23 +−=−=+=++=+  
  

)כעת במקום  ) ( ) 011 23 =++++ nimi   

0222נרשום  =+⋅++− nimi.  
  

):  −iהצבת  ) ( ) 023 =+−+− nimi  

): חישובי עזר ) 122 −==− ii  

                    ( ) ( ) ( ) ( ) iiiii =−⋅−=−⋅−=− 123
  

  

)כעת במקום  ) ( ) 023 =+−+− nimi  

−+=0נרשום  nmi.  
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nm,     :0222-נעלמים  2 - שמשוואות  2קבלנו  =+⋅++− nimi  

0=+− nmi  
  

imnמהמשוואה הראשונה נקבל כי  נציב זאת במשוואה השנייה ונקבל . =−
0222 =−+⋅++− imimi    022 -כלומר =+⋅++− mimi  , כלומר
0)12(2 =+++− imi  

)לפיכך  ) iim −=+ iiאו  ,  212
i
i

i
i

i
im −=

−
=

−
−

⋅
+
−

=
+
−

=
5
5

21
21

21
2

12
2

.  

imn - מאחר ש inנקבל כי  =− 2−=.  
  

inim:  תשובה סופית 2, −=−=  
  
  

12263 -מאחר ש. 2 234 −+++ xxxx אזי אם , הוא פולינום בעל מקדמים ממשייםi51+− 

012263שורש של המשוואה  234 =−+++ xxxx , גםii 5151 שורש של  −+=−−
  .  משוואה זו

  

12263הפולינום , לכן 234 −+++ xxxx  מתחלק ללא שארית בביטוי  
  

( )[ ] ( )[ ] ( )( )
( )[ ]( )[ ] ( ) ( ) ( ) 62512515151

51515151
2222 ++=−−++=−+=++−+

=++−+=−−−+−−

xxxxixixix

ixixixix
  

  

12263נבצע חלוקת פולינומים של  234 −+++ xxxx 622 -ב ++ xx   
  

=
−−−

−
−−−

++

−
−+

++

−

−+
−+++++

1242

1242
62

122
62

2
1226362

2

2

3

3

234

2

2342

xx

xx
xxx

xx
xxx

xx
xxxxxx

  

  

), לפיכך )( )26212263 22234 −+++=−+++ xxxxxxxx.  

622השורשים של  ++ xx  הם כאמור -  i51+−  , והצמוד שלו  :i51−−  

22השורשים של  −+ xx והם ) חת השורשיםי שימוש בנוס"ניתן למצוא אותם ע(,הם ממשיים :
2,1 −.  
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012263כ כל הפתרונות למשוואה "סה 234 =−+++ xxxx  הם :i51+−  ,i51−−  ,

2,1 − .  
  
  .נבצע חילוק פולינומים רגיל. 3

( )

( ) ( )
=

+−+
−

++

−

−
++

−

−

+++
+++−

626

86

63

83

2

63
82

2

2

23

3

23

mxm

xm

xx

mxx

xx

mxx
mxxxx

  

)כלומר צריך להתקיים , א תהיה שאריתבשלב האחרון אנו דורשים של )628 +−= m ,נחלק ב- 

46ונקבל כי  −2 −=+m  , 10כלומר−=m .  
  

  מטריצות
 משולשית  

  עליונה
משולשית 
  תחתונה

אנטי   סימטרית  סקלארית  אלכסונית
  סימטרית

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
500
050

  

+  -  -  -  -  -  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
005
050

  

-  -  -  -  +  -  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

000
005
050

 

-  -  -  -  -  +  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

600
050
004

  

+  +  +  -  +  -  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

400
040
004

  

+  +  +  +  +  -  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
1
1

  
-  -  -  -  -  -  
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  ,החוג למדעי המחשב
  ,אלגברה ליניארית

  ו"תשס' סמסטר א

  3תרגיל בית 
  

nmFAיהיו , שדה Fיהי  תכונות החיבור .1 F∈βα-ו, ∋×   :הוכח.  ,

)) א ) [ ]0=−+ AA    , כאשר( ) AA ⋅−=− 1  

)) ב ) ( )AA βααβ ⋅=⋅  
  

knnmותהיינה , שדה Fיהי    לתכונות הכפ. 2 FCBFA ×× ∈∈   : הוכח  .,,

)) א ) CABACBA ⋅+⋅=+⋅  

)) ב ) ( ) ( )BABABA ααα ⋅=⋅=⋅  
  

APPBנגדיר   .  ×nnמסדר   P  - ו , ×nnמסדר מטריצה  ריבועית  Aתהי . 3 t= .  
  .סימטרית Bסימטרית אזי  Aם א הוכח כי) א     
  .סימטריתאנטי  Bאנטי סימטרית אזי  Aאם  הוכח כי) ב     

  

 : נתון .4
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

321
431
422

,
531
531

531
,

431
541
532

CBA  

  
==0הראה כי   )א BAAB  ,AAC = ,CCA =  . 

CBAACBכי  כדי להראות ' השתמש בסעיף א  )ב = . 
  

⎟⎟:   המשוואה המקיימת את  Xמצא מטריצה  . 5
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=⋅⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
12
64

31
52

X   ,או הוכח כי אין כזו .  

  

nnRBAתהיינה  . 6 AABשתי מטריצות המקיימות  B - ו ,∋× BBA  -ו =2 =  

R∈βαקיימים סקלרים , אזי   AA: כך שמתקיים , α=2 ו- BB β=2.  

R∈βαאם קיימים סקלרים       .אחרת הוכיחו את אי קיומם. מצאו אותם, כאלו ,
  

nnRAתהיינה . 7 nnRB -ו, אלכסונית ∋×   :ח או הפרך הוכ. משולשית עליונה ∋×

• AB מטריצה משולשית עליונה. 
• AB=BA . 

מצא נוסחה כללית עבור . 8

n

x
x

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
0

1
  )השתמש באינדוקציה -רמז.  (והוכח אותה, n≤1לכל  

AAהמקיימת  ℜ∈A×22תהי  .9 )הוכח כי . 2= )Atr  בלבד 2או , 1, 0יכול להיות .  
  

  :תאריך הגשה אחרון 
27.11.05  

  14:00עד שעה 
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  3פתרונות לתרגיל בית מספר 
  1שאלה 

  

תהי )  א

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

MOM

L

L

21

22221

11211

  אזי . F מעל ×nm מטריצה מסדר 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−
−−−

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOM

L

L

21

22221

11211

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOM

L

L

21

22221

11211

( ) ( )⋅−=⋅−=− 11 AA  

  

-כעת 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−
−−−

+

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOM

L

L

21

22221

11211

 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

L

MOM

L

L

21

22221

11211

( ) =−+ AA  

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−+−+

−+−+−+
−+−+−+

=

mnmnmmmm

nn

nn

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa

L

MOM

L

L

2211

2222222121

1112121111

[ ]0

000

000
000

2211

2222222121

1112121111

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−

−−−
−−−

=

L

MOM

L

L

L

MOM

L

L

mnmnmmmm

nn

nn

aaaaaa

aaaaaa
aaaaaa

  

  

תהי ) ב

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

A

L

MOM

L

L

21

22221

11211

F∈βαויהיו , F מעל ×nm מטריצה מסדר  , .  

   
 : באגף שמאל אזי

( )
⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

mnmm

n

n

mnmm

n

n

aaa

aaa
aaa

aaa

aaa
aaa

αβαβαβ

αβαβαβ
αβαβαβ

αβ

L

MOM

L

L

L

MOM

L

L

21

22221

11211

21

22221

11211

( ) =⋅ Aαβ  

  
  :ובאגף ימין 
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=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅=

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⋅

mnmm
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n

mnmm

n

n
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aaa
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aaa

βββ

βββ
βββ

αβα

L

MOM

L

L

L

MOM

L

L

21

22221

11211

21

22221

11211

)(( ) =⋅ Aβα  

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

mnmm

n
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aaa
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αβαβαβ
αβαβαβ

L

MOM

L

L

21

22221

11211

  

  
  . ניתן לראות כי שני האגפים שווים

  

)נראה כי ) ג ) ttt BABA   )לא ניתן כתרגיל בית . (+=+

תהיינה 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝
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 -  ו

⎟⎟
⎟
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⎛

=
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n
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22221

11211

 ×nmמטריצות מסדר  

: ף שמאלאזי באג. Fמעל 
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

t

mnmm

n

n

bbb

bbb
bbb

)

21

22221

11211

L

MOM

L

L

( ) +

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=+

mnmm

n

n

t

aaa

aaa
aaa

BA

L

MOM

L

L

21

22221

11211

(  
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  : כמו כן 
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  5שאלה 
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 - נשווה את האיברים במקומות המתאימים 
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caנקבל ) 3(ממשוואה  . b=−23 -לכן  . d=8ונקבל ) 2(נציב זאת במשוואה  32 נציב . =−

  . a=2ולכן  , c=0ונקבל ) 1(זאת במשוואה 
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  6שאלה 

  
nnRBAתהיינה   AAB שתי מטריצות המקיימות B - ו,∋× BBA  -  ו=2 = .  

AA (*)-  כך שℜ∈αאנו מחפשים סקלר  α=2 . אם נכפיל אתBBA  משמאל נקבל A - ב=

(**)BABA ) שעבורו ℜ∈αכלומר אנו צריכים למצוא . 2= ) BAAB =α)  ב(*) הצבת-( (**)   

BABA שעבורו ℜ∈α אנו מחפשים -כלומר =α ,  1לכן נוכל לקחת=α .  
  

BB(*)  המקיים ℜ∈βבאופן דומה עלינו למצוא  β=2 . אם נכפיל אתAAB  מימין B - ב=2

ABAB(**) נקבל   22 ) שעבורו ℜ∈βכלומר אנו צריכים למצוא . = ) ABBA 2=β)  ב(*) הצבת- 

ABAB שעבורו ℜ∈β אנו מחפשים -כלומר(**) )  2=β ,  2לכן נוכל לקחת=β .  
  

  .  יקיימו את הנדרשβ=2 -  וα=1 -כ "סה
  

  7שאלה 
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  . הינה מטריצה משולשית עליונה
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⎟⎟ ניקח –דוגמא נגדית . הטענה אינה נכונה) ב
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  8שאלה 
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  . בטרם ניסוח הכלל והוכחתו, ונשים לב לחוקיות המתקבלת,  בחזקות שונות
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  ...מסתמנת מגמה ברורה, לפיכך
  

  :ננסח כלל ונוכיח באינדוקציה -כעת ניגש לפתרון התרגיל 
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⎟⎟ מקבלים n=1עבור : בסיס האינדוקציה
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −

k

kkk

x
kxx

x
x

00
1 1

ונוכיח את נכונות  , 
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                ↓  
  י הנחת האינדוקציה"                                                        עפ

  
knוהראנו כי אם היא נכונה עבור , n=1ה נכונה עבור הוכחנו כי הטענ אזי היא נכונה גם ,  טבעי=

=+1עבור  kn , 1על כן הטענה נכונה עבור כל≥nטבעי  .  
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  9שאלה 
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⎟⎟: נכפיל את המטריצות . 
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 ונשווה 

  : את האיברים במקומות המתאימים
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+

=+
=+
=+

ddbc
ccda
bbda

abca

2
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)נזכור שעלינו למצוא את הערכים האפשריים של  ) daAtr   : נפריד למקרים . =+

  b=0: ' מקרה א

ddaaהצבה תיתן לנו  == 22 ) -כלומר. , ) ( )1010 ==== dאוdוגםaאוa.  

daעל כן הערכים האפשריים של    : הם '  במקרה א+

• 0=+ da ,  0כאשר== da. 
• 1=+ da , 1,0 כאשר == da 0,1 או == da. 
• 2=+ da ,  1כאשר==da. 

  
  b≠0: 'מקרה ב

+=1 ולקבל כי b≠0 - ב) 2(אזי נוכל לחלק את משוואה  da .  אין  -מאחר שזוהי מערכת וגם
הן חייבות שלא לסתור את , ,daשכן גם אם תתקבלנה דרישות נוספות על , צורך להמשיך ולפתור

+=1הדרישה  da)  על כן לא מתוסף לנו מידע חדש).  אין פתרון עבור מקרה זה- או אחרת .  
  

+=0להתקיים  בכל מקרה חייב –כ "סה da 1 או=+ da 2 או=+ da .  
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  ,החוג למדעי המחשב
  ,אלגברה ליניארית

  ו"תשס' סמסטר א
  4מספר תרגיל בית 

  
  . מדורגת Aמשולשית עליונה אזי  ×nnמטריצה מסדר  Aאם : הוכח או הפרך . 1
  
  ? שהן מצומצמות שורה ×22מהן כל המטריצות מגודל . 2
  

המטריצה הבאה  דרגת aעבור אילו ערכים של ) א .3
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 ?3?   2?   1תהיה  

  ? ל תהיה הפיכה"המטריצה הנ aעבור אילו ערכים של ) ב
  

 -עבור המטריצה הבאה  .4
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A  קבע : 

  ?ממשי aאם  ,הפיכה Aהמטריצה  aעבור אילו ערכים של   )א
 ?מרוכב aאם  ,הפיכה Aהמטריצה  aעבור אילו ערכים של   )ב

  

תהי. 5
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A . 1מצא את−A תי הבא"ע ( )IA   . שורותלצורה מצומצמת  |

AAהמקיימת  A≠0מטריצה ריבועית   -הגדרה    .6  .נקראת מטריצת הטלה 2=
AIמטריצת הטלה אז גם  Aהוכיחו כי אם   .א  .היא מטריצת הטלה −
IAהפיכה אז  A-מטריצת הטלה ו Aהוכיחו כי אם   .ב =. 

AIמטריצת הטלה אז  Aהוכיחו כי אם   .ג )תקיים הפיכה ומ + ) AIAI
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11 −=+ −

. 
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סכום ,  6 - ידוע שסכום כל האיברים בשורה הראשונה שווה ל. ×33  מסדר Aנתונה מטריצה    .7

  נתונה. 11 -רה השלישית שווה לוסכום כל האיברים בשו,  7 -ה שווה לישורה השניבכל האיברים 

:     Eרית אמטריצה אלמנט       
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  !נמק ?    EAהו סכום האיברים בשורה השלישית במטריצה   מ  )ב

  

  : תאריך הגשה אחרון 
  14:00עד , 4.12.05
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 1

  4פתרונות לתרגיל בית 
  

 -נסתכל על הדוגמא הבאה. הטענה אינה נכונה. 1
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ולא מימין לאיבר המוביל , שכן האיבר המוביל בשורה השנייה נמצא משמאל, אולם אינה מדורגת
  . בשורה שמעליו

  

2 .⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2221

1211

aa
aa

A . נשים . 2מטריצות מצומצמות שורה מסדר סוגים של  כמה םנראה כי ישנ♥ 

  .  1או , 0 חייב להיות 11aהאיבר כי 
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2212ולים להיות האיברים מה יכ.   , aa  ? 22a כאיבר מוביל (1או , 0 חייב להיות( .  

122אם  =a  - 12האיברa אחרת יכולנו לפעול עם השורה השנייה כדי לאפס אותו, 0 חייב להיות .
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122אם  =a  - 012 לא יתכן כי ≠a ,והמטריצה לא הייתה , שכן אז יכולנו לפעול כדי לאפס אותו

012לכן . מצומצמת שורות =a ונקבל את ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

  .  מטריצה זו כלל אינה מדורגת– אולם .

122 לא יתכן כי –לכן  =a , 022וחייב להתקיים =a.בלת המטריצה  לכן מתק⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

.  

022אם  =a  - 012יתכן כי ≠a נקבל מטריצות מהצורה   ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00

0 x
 כאיבר -  אולם. ממשיxכאשר  , 

112 -מוביל  =a . לכן מתקבלת המטריצה⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
10

.  

  

⎟⎟:  היא אחת מהבאות 2טריצה מצומצמת שורה מסדר מ :כ "סה
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

 , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00

1 x
 x כאשר 

⎟⎟, ממשי
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

⎟⎟או , 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
10

 .  
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  : נדרג את המטריצה) א. 3
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=

1200
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aa
  

  
  :  גורמים לאיפוס איברי האלכסוןa של נבדוק אילו ערכים

 -במקרה זה תתקבל המטריצה הבאה. a=0ם " יתאפס אמ11aהאיבר  •
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

200
000
100

 .

 - נדרגולכן , המטריצה אינה מדורגת

⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
⎜
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⎝

⎛ −
⎯⎯⎯⎯ →⎯
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12232 2RRRRR 

   .1המטריצה מדורגת ודרגתה 
 
022האיבר   • =a1ם " אמ=a 0 או=a . 0עבור=a 1 ראינו כי הדרגה המתקבלת היא .

 -  נקבל את המטריצה הבאה a=1עבור  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

000
100
111

  . 2דרגתה ו, המטריצה מדורגת. 

033האיבר  • =a1ם " אמ−=a , ונקבל
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−−

000
120
111

 . 2שהיא מדורגת ודרגתה , 

  :לסיכום 

( ) 1=ARank 0 עבור=a.  

( ) 2=ARank 1 עבור=a 1 או−=a.  

( ) 3=ARank  1,1,0 עבור −≠a.  

 
1,1,0לכן התשובה היא . 3ם דרגתה "לפי משפט המטריצה תהיה הפיכה אמ) ב −≠a .  
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: נדרג את המטריצה ) א. 4
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)המטריצה המדורגת שהתקבלה היא  ) ( )
⎟
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⎞

⎜
⎜
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⎛
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+−+

+

100
110

121
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aaaa

a
  

  . תאפסותם עשויה ליצור שורת אפסים הם איברי האלכסון האיברים שה–כפי שהוסבר בתרגול 
  . ננתח מקרים אלו לצורך קביעת הדרגה

  

 -במקרה זה תתקבל המטריצה הבאה. a=−1ם " יתאפס אמ11aהאיבר  •
⎟
⎟
⎟

⎠
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⎜
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⎝

⎛
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 .

 -השלישית ולכן נחליף בין השורה השנייה ו, המטריצה אינה מדורגת
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32 RR . המטריצה החדשה - 
⎟
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⎠
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⎜

⎝

⎛
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. 2 מדורגת ודרגתה 

  ).  שורות השונות מאפס לאחר הדירוג2יש לה (

022האיבר  • =a1ם " אמ−=a 0 או=a . 1עבור−=a 2כי הדרגה המתקבלת היא  ראינו .

 -  נקבל את המטריצה הבאה a=0עבור  
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100
000
121

אך לאחר , המטריצה אינה מדורגת. 

החלפת השורה השנייה והשלישית נקבל את המטריצה 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
100
121

  . 2שדרגתה  , 

033האיבר  • =a012ם " אמ =+a , וזה לא קורה עבורaממשי  . 
  

ולכן המטריצה אינה , 2 אנו מקבלים כי דרגת המטריצה היא a=0 או a=−1  עבור -לסיכום  
1,0כלומר  (aעבור כל ערך ממשי אחר של. הפיכה −≠a (  ועל כן , 3דרגת המטריצה תהיה

  . המטריצה תהיה הפיכה
  

033פרט למה שמתקבל עבור , התהליך יהיה זהה) ב =a .1 עבור -כלומר−=a 0 או=a אנו 

  . ועל כן המטריצה אינה הפיכה, 2מקבלים כי דרגת המטריצה היא 

033-נוסף לכך ב =a 012  כאשר =+a , כלומר עבורia iaנציב . =±  במטריצה ונקבל =

( ) ( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+−+

+

000
110

121
iiii

i
 דרגת –לכן . ויש לה שורת אפסים אחת, המטריצה כבר מדורגת. 
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ia באותן אופן הצבה של. 2המטריצה היא   נותנת את המטריצה =−
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i
  . 2שגם היא מדורגת ודרגתה היא  , 

a, 0=a  ,ia=−1עבור : כ "סה ia או = ולכן , 2 אנו מקבלים כי דרגת המטריצה היא =−
iaכלומר  (aעבור כל ערך ממשי אחר של. צה אינה הפיכההמטרי ±−≠ דרגת המטריצה  ) 1,0,
  . ועל כן המטריצה תהיה הפיכה, 3תהיה 

  

5 .( )
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−= −←

−←

104
012
001

010
110

201

100
010
001

814
312
201

| 133
122

4
2
RRR
RRR

IA   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−−⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−− +←

116
012
001

100
110

201

104
012
001

010
110

201
233 RRR  

( )
( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−− ⋅−←

⋅−←

116
012
001

100
110
201

116
012
001

100
110

201
22
33

1
1

RR
RR

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

⎯⎯⎯⎯ →⎯
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
− −←

−←

116
104
2211

100
010
001

116
012
001

100
110
201

311
322

2RRR
RRR

  

  

 יצה ההפכית שללפיכך המטר
⎟
⎟
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⎠
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⎜
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⎛
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A היא 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−
−

=−

116
104
2211

1A.  

  

AIכדי להראות כי ) א. 6 ) היא מטריצת הטלה עלינו להראות כי − ) AIAI −=− 2
 -נפתח . 

( ) ( )( ) AIAIAAAIAAIIAIAIAIAI −=−=+−−=+−−=−−=− 22222
  

          ↓                                         ↓  

       II =2                         A מטריצת הטלה ולכן AA =2  
  

AAידוע כי ) ב  - כך שA−1 הפיכה קיימת המטריצה A - מאחר ש–כמו כן . 2=

IAAAA == −− AAנכפיל את השוויון . 11 112 - מימין A−1 - ב2= −− ⋅=⋅ AAAA  

IAAAAAAAA =⋅=⋅== −−− IAכלומר אנו מקבלים . 1121 = .  
  

AIנראה כי ) ג AI -י כך שנראה ש" הפיכה ע+
2
1

AI משמשת כהפכית של − כלומר נראה . +

⎟=Iכי 
⎠
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⎜
⎝
⎛ − AI

2
1( )AI +=( )AI +⎟
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⎞

⎜
⎝
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.  

IAAIAAAIAAIIAI =−+=−−+=−−+=
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2
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2
1 22( )AI +⎟

⎠
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⎜
⎝
⎛ − AI

2
1

  

    ↓  

33

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



 5

          AA =2  

⎟= Iבאופן דומה גם 
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 כי ♥נשים ) ד
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
1

3
4

3
1

3
1

3
1

3
4

3
1

3
1

3
1

3
4

100
010
001

411
141
114

3
1B.  

אם נסמן 
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A ,  ונוכיח כיAנקבל כי ' אזי לפי סעיף ג,  היא מטריצת הטלה

AIB ) ומתקיים , הפיכה=+ ) AIAIB
2
111 −=+= −−.  

AA עלינו להראות כי  – מטריצת הטלה Aנראה כי  =2 .
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 על שורות f ניתן לתאר כל פעולה יסודית -כפי שהוסבר בהרצאה .  מטריצה ריבועיתAתהי )א. 7

 הכפלת המטריצה המתקבלת מהפעלת הפעולה - כלומר–ית רא כמטריצה אלמנטAהמטריצה 
  . Aהיסודית על מטריצת היחידה במטריצה הנתונה 

) במקום לחשב את המטריצה  -א"ז )Af נוכל לחשב את המטריצה ( )If , ולהכפיל את

  . פעולותנוכל לעשות כן גם על סדרה של . Aהמטריצה המתקבלת במטריצה 

המטריצה 
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321 -נסמן את השלבים ב ,, fffבהתאמה  .  

  
ה שווה ישורה השניבסכום כל האיברים  , 6 - ידוע שסכום כל האיברים בשורה הראשונה שווה ל) ב
  .11 - ה לוסכום כל האיברים בשורה השלישית שוו , 7 -ל
  

) כי - כאמור )( )( )AfffAE  ניתן לחשב את A במקום לחשב את הפעולות על -כלומר. ⋅=123

  .ולהיפך, A -  להכפיל ב- ואז, )E לקבל את -כלומר(בזו אחר זו , Iהפעולות על 
  

 האיברים סכום כל גורמת לכך שAהמחליפה בין השורה הראשונה והשלישית של  , 1fהפעולה  
וסכום כל האיברים  , 7 - ה שווה לישורה השניבסכום כל האיברים  , 11 - בשורה הראשונה שווה ל
  .6 -בשורה השלישית שווה ל

  

סכום כל האיברים  לשלישית גורמת לכך שAהמוסיפה את השורה הראשונה של  , 2fהפעולה  
וסכום כל האיברים  , 7 - ה שווה לישורה השניביברים סכום כל הא , 11 - בשורה הראשונה שווה ל
  .29 -בשורה השלישית שווה ל
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 הוא סכום איברי השורה השלישית של EA סכום איברי השורה השלישית של המטריצה –לכן 

)המטריצה  )( )( )Afff   . 29הוא ,   123

  

סכום כל האיברים  גורמת לכך שA והשלישית של המחליפה בין השורה הראשונה , 3fהפעולה  

וסכום כל האיברים  , 7 - ה שווה לישורה השניבסכום כל האיברים  , 11 - בשורה הראשונה שווה ל
  .6 -בשורה השלישית שווה ל
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  מערכות משוואות -5תרגיל בית מספר 
  

. או יש אינסוף פתרונות, אין פתרון, קבע האם יש פתרון יחיד ותת המשוואות הבאולגבי מערכ
ציין כמה דרגות חופש יש  –במידה ויש אינסוף פתרונות . מצא אותו - במידה ויש פתרון יחיד

  . ותן פתרון כללי, למערכת

1 .
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   :נתונה מערכת המשוואות. 3
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=−+−
=−+

1482
04

zyx
azyx

aazayax
  . מספר ממשי aכאשר ,  

  
  ?אין פתרון)  אינסוף פתרונות  ג)  פתרון יחיד  ב) יש למערכת  א  a עבור אילו ערכי 

  :כאשר למערכת יש אינסוף פתרונות
)i  (ן המשתנים יכולים להיות חופשייםאילו מ? כמה משתנים חופשיים יש למערכת?  
)ii (הציגו את הפתרון הכללי.  
  
  : נתונה מערכת המשוואות הבאה . 4

( ) ( )
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−−−−−

=++−+
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355226
22

2

22

ttzzttyyx
tzttyttx

tzyx
  

  : יש למערכת  tעבור אילו ערכים של . הינו מספר ממשי  t כאשר

 ?פתרון יחיד  •
 ? אין פתרון  •
 )?כמה דרגות חופש יש במקרה זה(? אינסוף פתרונות  •

  

FMA)( נניח. 5 nm×∈  וקייםmF∈ b   כך שלמערכתx=b A אין פתרון.  

  הוכיחו או הפריכו בעזרת דוגמא נגדית
nm) א ≠    
mARank) ב <  

x=0למערכת ) ג A  יש פתרון לא טריביאלי  

נתונות שתי מערכות משוואות . 6
( )
( )⎩
⎨
⎧

=
=

2

1

2
1

bBx
bAx

   .שקולות שורה B - ו Aכאשר  המטריצות  

  : הוכח או הפרך את הטענות הבאות 
  

  .יש אינסוף פתרונות) 2(אזי גם למערכת , יש אינסוף פתרונות) 1(אם למערכת  .א
  . יש פתרון יחיד) 2(אזי גם למערכת , יש פתרון יחיד )1(אם למערכת  . ב
  . אין פתרון) 2(אזי גם למערכת , אין פתרון ) 1(אם למערכת .  ג

01אם . ד

rr
=b, ו - yx rr, אזי גם ,  )1( מהווים פתרונות עבורyx rr

  . )1( -ל מהווה פתרון +
  
  

 18:00עד  – 12.0511. - ה להגשה עד
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  5פתרונות לתרגיל בית מספר 
  

   1שאלה 
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  נדרג את המטריצה המורחבת 
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)ולכן , אנו רואים כי יש לנו שורת אפסים ) 2=ARank . מקבלים( ) ( ) 2| == bARankARank , 

) יש לנו n=3 -מאחר ש. ולכן יש אינסוף פתרונות ) 123 =−=− nARankדרגות חופש  .  
  

: נפתור את המערכת 
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34 =+

+
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tx - פישוט  כ פתרון כללי למערכת יהיה "סה. =−7

t
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⎠
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  .  ממשיtכאשר  , 

  
  

   2שאלה 
  

 נכתוב את המערכת  
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:  בכתיב מטריציוני 
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   -המטריצה המורחבת 

37

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−

−
⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

−
⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−−

−
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−−

+←

−←
+←

↔

00000
28620

11111

14310
28620

11111

41023
46402

11111

11111
46402

41023

22
1

33

133
122

13 3
2

RRR

RRR
RRR

RR

  

)התקבלה מערכת המקיימת  ) ( ) 2| == bARankARank , מאחר ש. ולכן יש אינסוף פתרונות - 

4=n יש לנו ( ) 224 =−=− nARankדרגות חופש  .  
  

sxtxנסמן  == 43 tsxהצבה במשוואה השלישית תיתן לנו . , 3412 הצבה במשוואה . =−+−

tsx -הראשונה תיתן  2321  פתרון כללי למערכת יהיה –כ "סה. =−+

( )tsttstsx ,,341,232 −+−+−=
r

  .  ממשייםt,sכאשר  , 
  
  

   3שאלה 
  

את המערכת נציג 
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 בעזרת המטריצה המורחבת 
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  . י משפט גאוס"ננתח את כל המקרים עפ

  

)פתרון יחיד נקבל כאשר  • ) 3=ARank , כאשר אף אחד מאיברי האלכסון אינו –כלומר 

02433זה קורה כאשר . מתאפס ≠−= aa ,  0522וגם ≠= aa .כלומר - ( ) 3=ARank 

⇔≠ 0,2a . 
)אין פתרון כאשר  • ) ( )bARankARank  כאשר בשורה השנייה  –ובמקרה שלנו , >|

00האיבר  2322 =∧= aa ,  02אולם ≠b . 02כאשר זה מתקבל =−− aa ,  וגם

05 =a, 0גם ו≠a .  איןaר יכול גם בהד. ל בו זמנית" המקיים את שלושת התנאים הנ

033להתקיים כאשר  =a 03 וגם ≠b . 2מקרה זה יתקבל עבור=a.  
033אינסוף פתרונות יתקבלו כאשר האיבר  • =a ,  0וגם=b .03 -מאחר ש ≠b זה לא 

00האיבר  הדבר יכול להתקבל גם מכך ש. יכול להתקיים 2322 =∧= aa ,   וגם

02 =b . 02זה מתקבל כאשר =−− aa ,  05וגם =a 0 וגם=a . כאשר -כלומר 

0=a . 
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 במערכת a=0הצבת .  יש למערכת אינסוף פתרונותa=0 עבור –כאמור 
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:  ונרשום אותה באופן הבא  ,

( ) ( )
( ) ( )⎪

⎩

⎪
⎨

⎧

−−=−−+−−+−

=++−+

=++

355226
22

2

22

tzttytx
tzttyttx

tzyx
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  . י משפט גאוס"ננתח את כל המקרים עפ
  

)פתרון יחיד נקבל כאשר  • ) 3=ARank , כאשר אף אחד מאיברי האלכסון אינו –כלומר 

)זה קורה כאשר . מתאפס )( ) 03233 ≠−−= tta ,  0222וגם ≠−= ta .כלומר - 

( ) 3=ARank ⇔≠ 3,2t . 
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033האיבר  =a ,  0אולם≠b . זה מתקבל כאשר( )( ) 032 =−− tt ,  03וגם ≠−t . 

ט לשורה השלישית העלולה ליצור מצב בו של אין עוד שורה פר. t=2 כאשר –כלומר 
 . אינו מתאפסbוהאיבר החופשי , פסיםא מתAאיברי השורה של 

033אינסוף פתרונות יתקבלו כאשר האיבר  • =a ,  0וגם=b . זה מתקבל כאשר

( )( ) 032 =−− tt ,  03וגם =−t . 3 כאשר – כלומר=t . אין עוד שורה פרט לשורה

)השלישית העלולה ליצור מצב בו של איברי השורה של  )bA  . פסיםא מת|
  

   5שאלה 
  

 -  נסתכל על המערכת הבאה . הטענה אינה נכונה  )א
⎩
⎨
⎧

=+
=+

2
1

yx
yx

ברור שאין למערכת זו  (

⎟⎟היא מטריצת המקדמים ). פתרון
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=× 11

11
22A ,  ווקטור המקדמים החופשיים הוא

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

2
1

b
r

==2מתקיים .  nm . המערכת המתקבלת היא - על אף זאת 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
→⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
100
111

211
111

)למערכת אין פתרון כי .  ) ( ) 2|1 =<= bARankARank .  

  

bAx אם למערכת . הטענה נכונה  )ב ) אין פתרון אזי = ) ( )bARankARank ידוע כי . >|

( ) mbARank )וכך אנו מקבלים כי  , |≥ ) ( ) mbARankARank ≤< ולכן  , |

( ) mARank <. 
  

נסתכל על המערכת . נכונהאינה הטענה   )ג
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+

0
2
1

yx
yx
yx

הווקטור  . 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

0
2
1

b
r

טור  הוא וק

bAxהמקיים כי למערכת  ⎟⎟כאשר  (=
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
=

y
x

xA r

11
11
11

 –אולם ) בדוק. (אין פתרון) 

 -למערכת ההומוגנית המתקבלת 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−
=+
=+

0
0
0

yx
yx
yx

 -  יש את הכתיב המטריציוני הבא 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 0
0
0

11
11
11

y
x

ואם נדרג את מטריצת המקדמים  , 
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  18.12.05: תאריך הגשה אחרון
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  3שאלה 
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( ) ( )27 2 +−− λλ( )( )( ) =−+− λλλ 727{ }( ) =−−+−= λλλ 7145 2  
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  10שאלה 
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  ,החוג למדעי המחשב
  ,אלגברה ליניארית

  ו"תשס', סמסטר א

  7תרגיל בית 
  

 :פתרו את מערכת המשוואות תוך שימוש בכלל קרמר :1תרגיל 
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)הפולינום  )xp. ( האםV ו מעל "מהווה מℜ=F   ?) תזכורת :[ ]x2ℜ  -  אוסף הפולינומים
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vFהוכחתם בכיתה כי . Fו מעל שדה "מ Vיהי  :7תרגיל  v 00 vv - ו,  ⋅= 00 =⋅α . הוכח :  

)) א ) ( ) ( )vvv −⋅=⋅−=⋅− ααα   FVv ∈∈∀ α,  
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  7פתרונות לתרגיל בית 
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  אסוציאטיביות המרוכבים                           
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                                                         פילוג מעל המרוכבים
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V לכל –זהות . 10
z
z
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
מתקיים , 1מאחר שהאדיש הכפלי בשדה הוא  , 
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  . Fו מעל שדה " מהווה מV –כ "סה

  
  
  
  

 נסתכל על האוסף :3תרגיל 
⎪
⎭

⎪
⎬
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⎩
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⎨
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⎟
⎟
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V ,32|3 .Vשכן , ו " אינו מהווה מ

: ניתן לכתוב לשם נוחות  –ראשית כל . אינו מקיים סגירות לגבי חיבור
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  ). ולקבל את אותה הקבוצה(
  : דוגמא נגדית 
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uv ,  אזיVvu אבל , !) נא לבדוק (,∋
⎟
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⎜
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1
1

3
0
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5
1
1

uv . עבור

yx מתקיים –ווקטור זה  32אך לא מתקיים , = += yz , 5328שכן =+≠= yz . לכן

Vvu ∉+ .  
  
  

) נסתכל על :4תרגיל  ) [ ] ( )( ){ }5deg3| ≤≤ℜ∈= xpxxpV .Vו מעל " אינו מהווה מ

ℜ=F , וזאת מכיוון שלא מתקיימת סגירות לחיבור .  

)ניקח לדוגמא  ) ( ) 2424 ,2 xxxqxxxp וכן , 4 הן q ומעלת p מעלת נובע כי. =+=−+

( ) ( ) Vxqxp )אבל  , ,∋ ) ( ) 23xxqxp לכן . 3 -קטנה ממש מ, 2מעלת פולינום זה היא  , +=

  . V - פולינום זה אינו שייך ל
  
  
  
  

) נסתכל על :5תרגיל  ) [ ] ( ) ( ){ }xpxxpxxpV '|2 ⋅=ℜ∈= . כל פולינום ב–ראשית כל  - 

( ) [ ]xxp 2ℜ∈רה  הוא מהצו( ) cbxaxxp ++= ) -לכן התנאי ש. 2 ) ( )xpxxp  שקול לכך =⋅'

) -ש ) ( ) bxaxxbaxxcbxaxcbxax +=⋅+=⋅++=++ 222 22'.  
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 -נבצע השוואת מקדמים ונקבל ש
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0

2

c
bb

aa
 -כלומר , 

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=
=
=

0

0

c
bb

a
 הוא V - כל פולינום ב–לפיכך . 

)מהצורה  ) bxxp   . ℜ∈bכאשר  , =

) :לכן ננסח את השאלה מחדש  ) [ ] ( ){ }ℜ∈=ℜ∈= bbxxpxxpV ,|2.  

  .ו מעל הממשיים"מהווה מ Vנראה כי 
  

)יהיו : סגירות לחיבור  .1 ) bxxp ) - ו , = ) cxxq אזי ).  ממשייםb,cנובע כי  (V - ב=

( ) ( ) ( ) Vxcbcxbxxqxp ∈+=+=+.  

)יהיו : קומוטטיביות  .2 ) bxxp ) - ו , = ) cxxq אזי ).  ממשייםb,cנובע כי  (V - ב=

( ) ( ) ( ) ( )xpxqbxcxcxbxxqxp +=+=+=+ . 
                                            ↓  

                                       קומוטטיביות בממשיים

)יהיו : וציאטיביות אס .3 ) bxxp =  , ( ) cxxq ) -ו , = ) hxxf  d,b,cנובע כי  (V -ב=
 אזי מהאסוציאטיביות בממשיים ). ממשיים

                                                                ↓              

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xfxpxqdxbxcxdxcxbxxfxqxp ++=++=++=++ .  

Vxv: איבר אדיש  .4 ∈⋅= )לכל :  מקיים 00 ) bxxp  V - ב=
( ) ( )xpbxxbxxp v ==⋅+=+ 00 

)לכל : איבר נגדי  .5 ) bxxp ) מקיים −∋Vbx האיבר V -  ב= ) vbxbx 00 ==−+ 
)יהיו : סגירות לכפל בסקלר .6 ) bxxp )אזי . ℜ∈α -  וV - ב= ) Vbxxp ∈=⋅ αα. 
)יהיו :  מעל הכפל בסקלרV -פילוג החיבור ב .7 ) bxxp ) - ו , = ) cxxq  b,cנובע כי  (V -  ב=

)אזי . ℜ∈αויהי , )ממשיים ) ( )( ) ( ) cxbxcxbxxqxp ⋅+⋅=+⋅=+⋅ αααα  

                                                                                    ↓  
                                                                              פילוג בממשיים

     

)יהיו :   מעל הכפל בסקלרF -פילוג החיבור ב .8 ) bxxp V , ℜ∈βα -  ב= אזי . ,

( ) ( ) ( ) ( ) ( )xpxpbxbxbxxp ⋅+⋅=⋅+⋅=⋅+=⋅+ βαβαβαβα. 
                                                                                      ↓  

    פילוג בממשיים                                                                          
                                                           

)יהיו : אסוציאטיביות הכפל בסקלר  .9 ) bxxp V , ℜ∈βα - ב= אזי  . ,

( ) ( ) ( ) ( )( )( )xpbxbxbxxp ⋅⋅=⋅+⋅=⋅=⋅ βαβααβαβαβ 
)לכל , 1מאחר שהאדיש הכפלי בשדה הוא : זהות  .10 ) bxxp  מתקיים V -  ב=

( ) ( )xpbxbxxp ==⋅=⋅ 11.  
  
  
  

) יהי :6תרגיל  ) ( ){ }ZabaxxfxfV ∈+== וכפל ) רגילה(עם פעולת חיבור פונקציות , |,

): המוגדר באופן הבא , •פונקציה בסקלר  ) ( ) ( )xfxfFVxf ⋅=•∈∈∀ 2ααα .V אינו 
תנאי (לוג הכפל בסקלר מעל החיבור מכיוון שאינו מקיים את תנאי פי, ו מעל הממשיים"מהווה מ

8 .(  

==∋ℜניקח : דוגמא נגדית  2,1 βα , ו - ( ) Vxxf ∈+= 1.  

)אזי  ) ( ) ( ) ( ) ( ) 991322 +=+⋅=⋅+=•+ xxxfxf βαβα , ולעומת זאת-   
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 551211 2222 +=+⋅++⋅=⋅+⋅=•+• xxxxfxfxfxf βαβα  
  
  

vFהוכחתם בכיתה כי . Fו מעל שדה " מV יהי :7תרגיל  v 00 vv - ו , ⋅= 00 =⋅α . הוכח :  

)) א ) ( ) ( )vvv −⋅=⋅−=⋅− ααα   FVv ∈∈∀ α,  
  .  הוא יחיד−v הווקטור הנגדי המסומן ∋Vvלכל ) ב
  
  

א שכן ל, ולהחסיר ביטויים, להעביר אגפים, "רגילה"ראשית נבהיר כי אין אפשרות לפעול בדרך ה

   . 1- - בvכפלת הולא את  , v מסמל את הווקטור הנגדי של −vהסימון . מוגדרת פעולת החיסור

)) א ) ( ) ( )vvv −⋅=⋅−=⋅− ααα.   

) - כך ש, −v -ו קיים לו ווקטור נגדי " מV -מאחר ש. V - ווקטור בvיהי  ) vvv נכפיל את . +−=0

) - ונקבל , α -ני האגפים בש ) vvv 0)( ⋅=−+ αα ,כלומר- ( ) vvv 0=−+αα , ומכאן שהאיבר

( )v−α מתפקד כנגדי לווקטור vα , ולכן- ( ) ( )vv −=− αα .  

) -נשים לב כעת  ש ) ( )vvvv αααα )ולכן , 0=−=+− )vα− מתפקד כנגדי לווקטור vα , ולכן

- ( ) ( )vv αα −=− .  

) - כ"ובסה ) ( ) ( )vvv −⋅=⋅−=⋅− ααα .   

Vyx - נניח בשלילה  שקיימים לו שני איברים נגדיים שונים  ,V -  ווקטור בvיהי ) ב ∈
rv,) . קיום של

vxv -מתקיים ).  ו" מV מובטח לנו מהיותו של - חדנגדי א 0=+
r

vyv - וכן ,  0=+
r

מהשוויון . 

yvהשני נקבל  r
vxv לשני אגפי השוויון v–נחבר  .  −= 0=+

r
vvxvy - ונקבל  0+−=++

rr
אם . 

vvxvy -נקבץ את החיבור בצורה הבאה  0)( +−=++
rr

מהקומוטטיביות (  אנו מקבלים 

vv -  )  2ומשוויון  vx 00 +−=+
r

vx - כלומר ,  −=
r

 .  

vvxvy - אם נקבץ את החיבור באופן הבא  0)( +−=++
rr

vy: 1 מקבלים משוויון  −=
r

 -כ "סה.  

xvy rr
yx - ומכאן ש, =−= rr

= .  
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  8תרגיל בית 
  

nnAתהי  .1 ×ℜ∈ . נסתכל על{ }AMBMBW nnnn =ℜ∈∃ℜ∈= ××  Wהוכח כי . |,
 . ביחס לפעולת חיבור מטריצות וכפל בסקלר, ו מעל הממשיים"מהווה מ

  

nmAתהי  .2 ×ℜ∈ .  הוכח או הפרך-  
}) א }0| =ℜ∈= AxxW n פעולת חיבור  מהווה מרחב ווקטורים מעל הממשיים עם

  . ווקטורים וכפל ווקטורים בסקלר

mbיהי ) ב ℜ∈ . אזי{ }bAxxW n =ℜ∈= מהווה מרחב ווקטורים מעל הממשיים עם  '|
  . פעולת חיבור ווקטורים וכפל ווקטורים בסקלר

 

יהיו  .3
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⎩
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⎨
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⎜
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U ,| . 

מהווים מרחבי ווקטורים מעל הממשיים ביחס לחיבור   W -ו Uהוכח כי   )א
 . ווקטורים וכפל בסקלר

  . 3ℜ -ב Wמהווה משלים של  Uהוכח כי   )ב

יהיו  .4
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ca

ac
a

W ,|
0

  ,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= st
st

st
U ,|

0
 . 

מהווים מרחבי ווקטורים מעל הממשיים עם פעולת חיבור  U - ו Wהוכח כי   )ג
  . מטריצות וכפל מטריצה בסקלר

 . ℜ×22 -ב Wמהווה משלים של  Uהוכח כי   )ד
  

}:|{נגדיר  .5 fרציפהRRfV האם אוסף  ).אוסף כל הפונקציות הממשיות( =→

)הפונקציות הממשיות המקיימות  ) ( )12 ff  ?  Vמ של "ווה תמה =
}:|{נגדיר  .6 fרציפהRRfV →=  ,{ })()( afafRaVfW −=−∈∀∈= . 

  . Vמ של "מהווה ת Wהוכח כי   )ה
 . V -ב Wמצא משלים של   )ו

  
 -כך ש, Vתתי מרחבים של  W -ו F  ,Uו מעל שדה "מ Vאם : הוכח או הפרך  .7

WUV WUVאזי, =⊕ U= .  
 -כך ש Vשל  U ,Wקיימים תתי מרחבים  Fו מעל שדה "מ Vלכל :  הוכח או הפרך .8

WUV ⊕= . 
  
  
  

  2.1.06: מועד הגשה
  14:00עד השעה 
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  8 לתרגיל בית פתרונות
  

  1שאלה 
  

} במקום  }AMBMBW nnnn =ℜ∈∃ℜ∈= ×× } ניתן לכתוב פשוט |, }nnBABW ×ℜ∈= |  

nnW - מאחר ש.  ×ℜ⊆ , אם נראה כיW מהווה תת מרחב של nnV ×ℜ= נקבל כי Wו " מהווה מ
  . מעל הממשיים

  

Wv ]כתוב ניתן ל: 0∋ ] [ ]00 A= , ולכן[ ] W∈0 .  

  

VMM: סגירות לחיבור ∈∃ 21, WBB ∈∀ 2211  -   כך ש,21 , AMBAMB אזי מחוק . ==

)פילוג למטריצות ה ) WMMAAMAMBB ∈+=+=+ 212121.  
  

∀∋∋ℜ: סגירות לכפל בסקלר α,WBיימת מטריצה ממשית    קM מסדר nכך ש - AMB = .

):  כעת  מתכונות כפל מטריצות  )MAAMB ααα ==.  
  

  2שאלה 
  
  ). Aהוא נקרא מרחב האפס של המטריצה , ואפילו יש לו שם (, זהו מרחב ווקטורים) א

  . nℜנראה כי זהו תת מרחב של : נראה זאת 

Wv vxוקטור האפס :  שייך למרחב 0∋   .Ax=0 מקיים =0

Wyxיהיו  :  סגירות לחיבור 0,0אזי  . ,∋ == AyAx . לכן מחוק פילוג מטריצות

( ) 00 +=+=+ AyAxyxA.  

∋∋ℜיהיו  : סגירות לכפל בסקלר  α,Wx . 0אזי=Ax . לכן

( ) ( ) 00 === ααα AxxA)מתכונת כפל מטריצה בסקלר .(  
  

 , ℜ×22נסתכל על :דוגמא נגדית .  סגירות לכפל בסקלר) בין השאר(לא מתקיימת , ו"זהו לא מ) ב

2IAניקח  ⎟⎟ -ו , =
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⎛
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1

b . אזי⎟⎟
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x מקיים bAx  -  מקבלים שα=2 עבור –אבל . =
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2xαשכן ,  אינו מהווה פתרון למערכתbA =⎟⎟
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 .  

  
  

  3שאלה 
  . ו"ובכך נוכיח כי הוא מ , 3ℜ=Vמ של " מהווה תWנראה כי )  א
  

Wv Wa מקבלים a=0עבור : 0∋
a

∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝
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0

0
2 .  
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Waיהיו : סגירות לחיבור
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+∋ℜשכן  , 21 aa.  

  

∋∋ℜיהיו : סגירות לכפל בסקלר
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⎜

⎝

⎛
α,

0
2 Wa
a

אזי בשל קומוטטיביות הכפל בממשיים נקבל  . 

Wa
a

a
a

a
a

∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
2

0
2

0
2 α

α
α
α

α , מכיוון ש- ℜ∈aα.  

  

  . ו"ובכך נוכיח כי הוא מ , 3ℜ=Vמ של " מהווה תUנראה כי 
  

Uv ==0עבור : 0∋ cb מקבלים U
c
c

b
∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

0
0
0

 .  

Uיהיו : סגירות לחיבור
c
c

b

c
c

b
∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

2

2

2

1

1

1

אזי . ,

( ) U
cc
cc

bb

cc
cc

bb

c
c

b

c
c

b
∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
+−
+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−−
+

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−+

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

21

21

21

21

21

21

2

2

2

1

1

1

++∋ℜשכן  , 2121 , ccbb.  

  

∋∋ℜיהיו : סגירות לכפל בסקלר
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
− α,U
c
c

b
אזי בשל קומוטטיביות הכפל בממשיים נקבל  . 

( ) U
c
c

b

c
c

b

c
c

b
∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

α
α
α

α
α
α

α , מכיוון ש- ℜ∈aα.  

  

  .3ℜ=⊕UWנראה כעת כי ) ב
  

  :3ℜ=+UW נראה  –ראשית 

∋3ℜיהי 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

z
y
x

v .נראה כי ניתן לייצגו כסכום של איבר מ - Uואיבר מ  - W .  
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אם ניקח 

( ) ( )

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

+−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+
+

=
z
z

zyx
wzy

zy
u

2
1

2
1

,
0

WwUu -נקבל ש ,  ∈∈   ומתקיים  , ,

wuv += .  
  
  

}נראה כי  }vUW UWיהי . ∩=0
z
y
x

v ∩∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=.  

W
z
y
x

v ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
xyוגם , z=0 ולכן = 2= .  

U -מצד שני 
z
y
x

v ∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
zyולכן , = −=.  

=−=0 מקבלים z=0 -מכיוון ש zy .מכיוון ש- xy 02 - מקבלים ש=2
1 == yx .כ "סה

vv 0
0
0
0

=
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= .  

  
  4 שאלה

  

   :ℜ=V×22 מהווים תתי מרחבים של W - וUנראה כי ) א
   

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ca

ac
a

W ,|
0

  :Vמ של " ת

Wv ==∋ℜ עבור : 0∋ 0ca מקבלים vac
a

0
00
000

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
.  

Wתהיינה : סגירות לחיבור
ac

a
ac

a
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

22

2

11

1 0
,

0
אזי . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

2121

21

22

2

11

1 000
aacc

aa
ac

a
ac

a
  .⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+

2121

21 0
aacc

aa
,  היא מהצורה הדרושה

++∋ℜוכמו כן  2121 , aabb . לכןW
aacc

aa
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++

+

2121

21 0
 .  

  

⎟⎟∋∋ℜתהי : סגירות לכפל בסקלר
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
α,

0
W

ac
a

⎟⎟אזי . 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ac

a
ac

a
αα

α
α

00
⎟⎟לכן . 

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ac

a 0
α 

ℜ∈caוכמו כן , היא מהצורה הדרושה αα Wלכן  , ,
ac

a
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ 0
α .  
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⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

= st
st

st
U ,|

0
  :Vמ של " ת

  

Uv ==0עבור  : 0∋ ts מתקבל vst
st

0
00
00

0
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

.  

Uיהיו : סגירות לחיבור
st

st
st

st
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 0

,
0 22

22

11

אזי . 11

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−+

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 000 2121

2121

22

22

11

11

sstt
sstt

st
st

st
st

מטריצה זו היא מהצורה   . 

++∋ℜוכמו כן , הדרושה 2121 , ttssת לכן מטריצת הסכום שייכ.  בשל סגירות הממשיים לחיבור

  . U -ל
  

⎟⎟∋∋ℜיהיו : סגירות לכפל בסקלר
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

α,
0

U
st

st
-אזי לפי חוק הפילוג בממשיים . 

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 000 st

st
st

st
st

st
αα

αα
α

αα
α . ובנוסף , מטריצה זו היא מהצורה הדרושה

ℜ∈ts αα Uלכן . ,
st

st
∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 0

α.  

  
WUVנראה כי ) ב ⊕= :   

WUVנראה  Vיהי  : =+
wz
yx

=ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ אזי נוכל לכתוב  . 22×

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
wwyxz

w
ywx

ywx
wz
yx 0

0
 כי ♥נשים ו ,

W
wwyxz

w
U

ywx
ywx

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++−

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

− 0
,

0
 .  

}נראה כי  }vWU WUתהי : ∩=0
wz
yx

∩∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Uאזי . 

wz
yx

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
Wוגם 

wz
yx

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
מכך . 

U -ש
wz
yx

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
yxzוכן כי  , w=0 נובע כי  −=.  

W - מכך ש
wz
yx

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
wxוכן כי , y=0 נובע כי  ===0לכן . = wyx , ולפיyxz  גם =−

0=z . לכןvwz
yx

0
00
00

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
 .  

  
  5 שאלה

  

) את אוסף הפונקציות הממשיות המקיימות W - נסמן ב, כן ) ( )12 ff  מהווה Wונראה כי , =

  :Vמ של "ת

 Wv )כלומר הפונקציה המקיימת , ווקטור האפס הינו פונקצית האפס : 0∋ ) 0≡xf .לומר כ– 

)מתקיים ℜ∈xלכל  ) 0=xf . אזי בפרט- ( ) ( ) 012 == ff ,  ולכןWv ∈0 .  
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Wgfתהיינה : סגירות לחיבור )אזי . ,∋ ) ( )12 ff )וכן , = ) ( )12 gg = .

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )111222 gfgfgfgf Wgfלכן . +=+=+=+ ∈+.  
  

∋∋ℜתהיינה : סגירות לכפל בסקלר α,Wf . אזי( )( ) ( ) ( ) ( )( )2211 ffff αααα =⋅=⋅=  

                                                                                                                       ↓          

                ( ) ( )12 ff =  

)  לכן  ) Wf ∈α.  
  
  
  

  6שאלה 
  
   :Vמ של "מהווה ת,  אוסף הפונקציות הממשיות האי זוגיות– Wנראה כי ) א
  

Wv )איבר האפס הוא פולינום האפס: 0∋ ) 00 ≡xf . הוא שייך לאוסףV ,  שמכיוון- 

)(0)( 00 xfxfRx −==−∈∀.  

RRgfתהיינה :  לחיבורסגירות )()(אזי . זוגיות  אי,:→ xfxfRx  - וכן , ∀∋−=−

)()( xgxgRx אזי . ∀∋−=−

( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )xgfxgxfxgxfxgf +−=−−=−+−=−+ .  

  
∋∋ℜ∈ℜ לכל :סגירות לגבי כפל בסקלר  xVf ,, α מתקיים  :

( )( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xfxfxfxfxf ααααα −=−=−=−⋅=−  
  

}נגדיר : V -  בW -נמצא משלים ל) ב })()( afafRaVfU זהו אוסף . =∋∀∋−=

  . Vמ של " מווה גם הוא תUבאופן דומה ניתן להראות כי . הפונקציות הממשיות הזוגיות
  

WUVנראה כי  ⊕=:  
WUVנראה  Vf תהי :=+    : נסמןℜ∈xאזי לכל .  פונקציה ממשית רציפה∋

  

( ) ( ) ( )[ ]xfxfxg −+=
2
1

 ,    ( ) ( ) ( )[ ]xfxfxh −−=
2
1

.  

  
WhUgנראה כי  ∈∈ ,: 
Ugנראה כי  )כלומר נראה כי  (∋ ) ( )xgxgx =−ℜ∈∀ : ( יהיℜ∈x . אזי

( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xgxfxfxfxfxfxfxg =−+=+−=−−+−=−
2
1

2
1

2
1

  

) נראה כי - כלומר (∋Whנראה כי  ) ( )xhxhx −=−ℜ∈∀ :( . יהיℜ∈x .אזי  

( ) ( ) ( )( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ] ( )xhxfxfxfxfxfxfxfxfxh −=−−−=−+−=−−=−−−−=−
2
1

2
1

2
1

2
1

  
  

) -כעת  ) ( )xhxgxfRx +=∈∀   !).אנא בדוק ()(
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} נראה כי  }vWU WUfתהי : ∩=0 Uf - מכך ש. ∋∩  מקבלים כי ∋

( )xfxfRx −=−∈∀ Wf - מכך ש. )( ) מקבלים כי ∋ )xfxfRx =−∈∀ )( .  

)לכן  ) ( )xfxfxfRx =−=−∈∀ )כלומר  , )( ) ( )xfxfRx =−∈∀  

) ℜ∈xזאת אומרת שלכל  ) 02 =xf , לכל -כלומר ℜ∈x ( ) 0=xf . לכן- f היא פונקצית

vfכלומר , האפס 0=.  

  
  

  7שאלה 
  

 עם פעולת חיבור 2ℜ=Vנגדיר . ניקח לדוגמא את הדוגמא מהתרגול. הטענה אינה נכונה
  . ווקטורים וכפל ווקטור בסקלר רגילות

)נגדיר  ){ }ℜ∈= xxU ), ) של המישורx -זהו ציר ה (,0| ){ }ℜ∈= yyW  של y -זהו ציר ה (0,|

  . V הינם תתי מרחבים של W -ו ,Uניתן לבדוק כי ). המישור
  

WUVנראה כי  ⊕=:  
  

WUVנראה  )יהי : =+ ) 2, ℜ∈yx .כתוב אזי נוכל ל( ) ( ) ( )yxyx ,00,, ונשים לב כי  , =+

( ) ( ) WyUx ∈∈ ,0,0, .  
  

}נראה כי   }vWU )יהי . ∩=0 ) WUyx )אזי . ,∋∩ ) Uyx ) וגם ,∋ ) Wyx ∈, .  

) - מכך ש ) Uyx   .y=0 נובע כי ,∋

) - כך שמ ) Wyx   .x=0 נובע כי ,∋

)לכן בהכרח  ) ( ) vyx 00,0, ==.  

  
WUV -עד כה ⊕=.  

) -אולם  ){ } 22 00|, ℜ≠=∨=ℜ∈=∪ yxyxWU , מכיוון ש- (  למשל מקיים 1,1(

( ) 21,1 ℜ=∈ V ,  אבל( ) WU ) -מכיוון ש , 1,1∌∪ ) U∉1,1 וגם ( ) W∉1,1 .  
  

  8שאלה 
  

} -  F מעל שדה Vו "נזכור כי לכל מ. הטענה נכונה }vW  תמיד נוכל –לכן . Vמ של " מהווה ת=0

}לקחת  }vWVU 0, WUV -ולקבל ש, == ⊕=.  

  :הסבר 

WUV הנרא vvvאזי ניתן לכתוב . ∋Vvיהי :  =+ VU - ומאחר ש, =+0 = 

WUv v ∈∈   .W - ואיבר מU -  הוא סכום של איבר מvלכן . ,0

  

{ }vWU } -זה נובע ישירות מכך ש : ∩=0 }vWU 0=⊇ .  
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  9תרגיל בית 
  

  משפט המימדים, תלות ליניארית, בסיס ומימד
  

  .ומימד מצאו בסיס. )אין צורך להוכיח( ו"נתון כי זהו מ -לגבי כל אחד מהבאים
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= zxy
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x

V |3
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3. 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

+=−=ℜ∈

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

= zywzxy

w
z
y
x

V 2,|4
3    

4. { }AAAV t =ℜ∈= × |224 . 

5. 5V  הוא תת המרחב הבא שלnℜ  :

⎪
⎪
⎪

⎭

⎪⎪
⎪

⎬

⎫

⎪
⎪
⎪

⎩
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⎟
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⎜
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⎝
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= 0| 3213

2

1

5 aaa

a

a
a
a

V
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M

   )4>n.(  

]יהי     .6 ]xRV  Vתת קבוצה של   Uותהי  3≤מרחב הפולינומים הממשיים ממעלה  =3
) :רת באופן הבאהמוגד ) ( ) ( ){ }xpxxpVxpU ′⋅=∈= . 
]תת מרחב של   Uהוכיחו כי    )א ]xRV 3=.  

 . Uמצאו בסיס ומימד של   )ב
WUVהמקיים  Vשל  Wמ "מצאו ת  )ג ⊕= . 
 

Vvuיהיו . Vמ של "ת Wויהי , Fו מעל שדה "מ Vיהי  .7 Wvu -כך ש ,∋ אבל ,  ,∌

Wuv ∈+ 3 . 
}האם   )א }vuW   . הצע עבורה בסיס –אם כן ?  Vמ של "מהווה ת ∪,

}האם   )ב }( )WvuSpan  .הצע עבורה בסיס –אם כן ?  Vמ של "מהווה ת ,∪
  

}יהי ) א .8 }AAAV t =ℜ∈= × :  Vתתי מרחבים שונים של  4קיימים : הוכח או הפרך . 33|

4321 ,,, VVVV כך שכולם שונים מ- V ומ - { }v0  ומתקיימת ההכלה הבאה :

4321 VVVV  ).⊇ -בניגוד ל, הכלה ממש( .⊃⊃⊃
}אך עבור , אותה שאלה) ב }AAAV t =ℜ∈= × |22.  
  

)נגדיר  .9 ) ( ){ }1,1,2,2,3,11 −−−=S ,( ) ( ){ }3,7,0,5,0,72 −=S . קבע אילו מבין הטענות
 : הבאות נכונות 

)) א ) ( )21 SSpanSSpan ⊄  

)) ב ) ( )12 SSpanSSpan ⊄  
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)) ג ) ( )12 SSpanSSpan =  

  )מ "אילו אכן תאין צורך להוכיח ש(   R×32לפניך שני תתי מרחבים של    .10

⎪⎭

⎪
⎬
⎫
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⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠
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W ,,  
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⎧
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
===

454
141

,
201
000

,
111
010

,
010
101

3321 uuuuspanU

  
  

 .U -ו Wמצאו בסיס ומימד לתתי המרחבים   )א
UWמצאו בסיס ומימד לסכום   )ב + . 
UW חיתוךמצאו בסיס ומימד ל  )ג ∩ . 
UW -של משלים לאת המימד מצאו   )ד ת ת מצאו את המימד של -כלומר. R×32 -ב, +

)מקיים ה R×32של   1Uמרחב  )WUUUW ∩⊕=+ 1 . 
  
  
  

  17.1.06: תאריך הגשה
  18:00עד 
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  9פתרונות לתרגיל בית 
  

  1שאלה 

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
==ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= xyyz

z
y
x

V ,2|3
txניתן לסמן את הפרמטר   .1 ולקבל כי המרחב  , =

נראה כך 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= t

t
t
t

V |
2

 -ולכן בסיס אפשרי יהיה , 1זהו מרחב ממימד . 1
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

2
1
1

.  

  
   2שאלה 

  
  

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= zxy

z
y
x

V |3
sztx כפרמטרים נסמן. 2 == ונקבל כי ניתן לכתוב את ,

 המרחב כך
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
−=ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
= zxy

st
s
t

V |3
 - בסיס אפשרי . 2זהו מרחב ממימד  . 2

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟
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⎜
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⎝

⎛
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
1

0
,

0
1
1

0,1התקבל כאשר מציבים בווקטור הראשון  ( == st 1,0 ובשני == st .(

באופן כזה . z - ובy - דווקא כתלות בxלייצג את , נעיר כי ניתן לבחור את הפרמטרים אחרת

נקבל בסיס כזה 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

1
0
1

,
0
1
1

  . למשל, 

  

   3שאלה 

⎪
⎪
⎭

⎪
⎪
⎬

⎫

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧
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⎟
⎟
⎟
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⎜
⎜
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= zywzxy

w
z
y
x

V 2,|4
sztx   למעשה אם נסמן פרמטרים 3 == ניתן יהיה ,

לרשום 
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= st
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V ,|

2

 - ובסיס אפשרי יהיה , 2מרחב ממימד זהו . 3
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0,1התקבל כאשר מציבים בווקטור הראשון ( == st 1,0 ובשני == st .(  
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   4שאלה 
  

{ }AAAV t =ℜ∈= × : ניתן לרשום את המרחב כך. 224|
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= cba

cb
ba

V  ♥שימו . (4|,,

וניתן להציג עבורו  , 3זהו מרחב ממימד !) איברי האלכסון יהיו שווים זה לזהכי אין הכרח כי 

: בסיס כזה
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

,
01
10

,
00
01

: בסיס זה התקבל כאשר מציבים במטריצה הראשונה . 

0,0,1 === cba 0,1,0:  במטריצה השנייה === cba ובמטריצה השלישית  :

1,0,0 === cba 
  
 

  

   5שאלה 
  

נמצא בסיס עבור
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)נוכל לרשום :  )213 aaa וזוהי התלות , =−+

naaaa לכל אחד מהרכיבים -כלומר. היחידה שקיימת במרחב זה ,...,,,  נדרוש איבר כלשהו 421

:  האיברים הבאים  n-1בסיס בעל לקחת  נוכל, לכן.  בבסיס
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⎟
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⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
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⎝
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=

1
0

0
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,

0
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0
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,...,

0

1
0
0
0

,

0

0
1

1
0

,

0

0
1

0
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MM

MMM

B)  ברכיב אחד מבין -1 בכל פעם אנו שמים –הסבר 

naaaa ,...,,, )ודואגים שיתקיים ,  בכל שאר המקומות0 -ו, 421 )213 aaa +−= .(  

  

   6שאלה 
  

)נראה כי   .א ) ( ) ( ){ }xpxxpVxpU ]מ של " ת=∋=⋅′ ]xRV 2=.  

• ∅≠U: 
]איבר האפס של  ( 2ום האפס ממעלה ובפרט  פולינ   ]xRV   מקיים ) =2

      ( ) ( ) 00~~0 =⋅=′⋅== xxpxxp , כלומר( ) UxpV ∈= ~0.  

 :U -סגירות לחיבור ב  •
)נראה כי עבור   ) ( ) Uxpxp ∈21 ) מתקיים , ) ( )( ) Uxpxp ∈+ 21.  
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )

{ } ( ) ( )( ) ( ) ( )( ) Uxpxpxpxpxהנגזרתתכונות

xpxpxxpxxpx
xpxxpUxp

xpxxpUxp
xpxp

∈+⇒′+==

=′+′=′+′=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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′=⇒∈
=+

2121

2121
222

111
21

  

 :סגירות לכפל בסקלר  •
)נראה כי עבור   ) Uxp ) מתקיים R∈α - ו∋ )( ) Uxp ∈⋅α.  

  
( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )( ) ( )( )

{ } ( )( ) ( )( ) Uxpxpxהנגזרתתכונות

xpxxpxxpxxpUxpxp

∈⋅⇒′⋅==

=′⋅=′⋅=′=⇒∈=⋅

αα

ααα
  

  
  
  
  
  
  
 .Uנמצא בסיס ומימד של   .ב
  

( ) ( ) ( ){ } ( ) ( )
( ) ( ){ }
( ){ }
( ){ }
( ){ } ( ){ }RbbxxpcaVcxbxaxp

acxVcxbxaxp

cxbxcxbxaVcxbxaxp

cxbxcxbxaVcxbxaxp

cxbxaxcxbxaVcxbxaxpxpxxpVxpU

∈====∈++==

==−∈++==

=+=++∈++==
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⎭
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⎩
⎨
⎧ ′

++⋅=++∈++==′⋅=∈=

0;0

0

2

2

2

22

222

22

222

  

}מכאן  }xspanU }ל נובע כי " ומאחר וזו קבוצה בת= }x בסיס תת המרחב U 1 ולכןdim =U.  

  
WUV - כך שV תת מרחב של Wנמצא   .ג ⊕=.  

  
}ראינו כי    }xspanU } נגדיר = }2,1 xspanW     W  שימו לב כי הגדרנו את( . =

]כתת מרחב של    ]xRV  לבסיס Uי הקבוצה המשלימה את הבסיס של "  הנפרש ע=2
  . )של המרחב כולו  

}עבור    }2,1 xspanW   : מתקיים=

     { } { } { } [ ]xRxxspanxspanxspanWU 2
22 ,,1,1 ==∪=+.  

]כלומר המרחב    ]xRV WU של תתי המרחבים סכום הינו =2 WUVכלומר , , +=.  

WUVכלומר , כעת נראה כי זהו סכום ישר    ⊕=.  

}על מנת להראות זאת מספיק להראות כי    }VWU 0=∩.  

{ } { }

{ } { } { }Vvcbacxbxa

cxabxv
cxavWv

bxvUv
WvUvWU

0002

2
2

=⇒=====+−=

=+===
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

+=⇒∈

=⇒∈
=∈∧∈=∩
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   7שאלה 
  

}) א }vuW , 3ℜ=V: ניקח דוגמא. שכן אין בו סגירות לחיבור, ו" אינו מהווה מ∪,

⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= x

x
W |

0
)ניקח . 0 ) ( )0,1,1,0,3,1 −== uv . אזי- Wvu שלהם כי הרכיב השני  (,∌

)אבל  , )0 –שונה מ  ) Wuv ∈=+ } נראה כעת כי .0,0,43 }vuW : ו " אינו מ∪,

{ }vuWvu ,, )אבל  , ∋∪ ) { }vuWuv ,0,2,2 ∪∉=+ .  

  

}) ב }( )WvuSpan }. ו" מהווה מ,∪ }( )vuWSpanv ,0 Wvו ולכן " מהווה מW כי ∋∪ ∈0 .

{ }( )WvuSpan }כי אם ,  סגור לחיבור,∪ }( )vuWSpanvv ,, 21 ונניח כי  , ∋∪

{ }nwwwB ,...,, Faanאזי קיימים סקלרים  Wבסיס עבור  =21 ∈2121 ,,,...,, αααכך ש  - 

vauawwwv nn 2122111 ... +++++= ααα ,  וקיימים סקלריםFbbn ∈2121 ,,,...,, βββכך ש  - 

vbubwwwv nn 2122112 ... +++++= βββ .  לכן

( ) ( ) ( ) ( ) ( )vbaubawwwvv nnn 221122211121 ... ++++++++++=+ βαβαβαכלומר- 

{ }( )vuWSpanvv ,, 21 ∪∈   

{ }( )WvuSpan }שכן אם ,  סגור לכפל בסקלר,∪ }( ) FcvuWSpanx ∈∪∈  אזי קיימים ,,

Faanסקלרים  ∈2121 ,,,...,, αααכך ש  - vauawwwx nn 212211 ... +++++= ααα . אזי

( ) vcaucawcwcwcvauawwwccx nnnn 212211212211 ...... +++++=+++++= αααααα  

W תת מרחב ולכן Wwcwcwc nn ∈ααα ,...,, 2211 .{ }vuSpan  תת מרחב ולכן ,

{ }( )vuSpanvcauca ,, 21 }לכן . ∋ }( )vuWSpanvcaucawcwcwc nn ,,,,...,, 212211 ∪∈ααα .

} -מהסגירות לחיבור ב }( )WvuSpan } מקבלים שגם ,∪ }( )vuWSpancx שכן . (∋∪,

vcaucawcwcwccx nn 212211 ... +++++= ααα.(  

}נציע כעת בסיס עבור  }( )WvuSpan  -כי מאחר ש) הראנו כעת(אמנם ידוע לנו  : ,∪

{ }nwwwB ,...,, } - ו  , W בסיס עבור =21 }vu, בסיס עבור { }vuSpan האוסף , ,

{ } { }vuwwwvuB n ,,,...,,, } פורש את ∪=21 }( )WvuSpan אך לא ניתן לקחת אותו כבסיס , ,∪

}עבור  }( )WvuSpan Wuvלפי הנתון . שכן יש בו תלות ליניארית, ,∪ ∈+ כלומר קיימים , 3

Fnסקלרים  ∈ααα ,...,, vuwww - כך ש21 nn +=+++ 3...2211 ααα . יש תלות –לפיכך 

Fnהסקלרים . (ליניארית ∈−− 3,1,,...,, 21 αααומתקיים 0 - לא כולם שווים ל 
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vnn uvwww 03...2211 =−−+++ ααα .(מספיק לבחור אחד מבין הוקטורים - לכן u,v .כלומר- 

}בסיס עבור  }( )WvuSpan } יכול להיות ,∪ } { }uwwwuB n ,,...,,   . למשל , ∪=21

  

   8שאלה 
  

}מאחר שאת . הטענה נכונה  )א }AAAV t =ℜ∈= × :  ניתן לכתוב כך 33|
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⎧
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⎟
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⎜
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⎝

⎛
= zyxcba

czy
zbx
yxa

V בסיס . 6א אנו רואים שמימד מרחב זה הו, ,,,,,,

: למשל, עבור מרחב זה יכול להיות
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⎛
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B 

} ניתן למצוא מרחבים המקיימים –לכן  } VVVVVv ⊂⊂⊂⊂⊂ -כלומר  , 43210

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 6dimdimdimdimdim0dim0 4321 =<<<<<= VVVVVv   

 נוכל לקחת- למשל
⎪
⎭

⎪
⎬
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⎧
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⎜
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⎛
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z
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  ,) 1ממימד  (1
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⎭
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⎜
⎜

⎝

⎛
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  ,)2ממימד  (2

⎪
⎭
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⎩

⎪
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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⎝

⎛
= zyx
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V ,,,
0

0
0

  ,)3ממימד  (2

 
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧
ℜ∈

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= zyxc

czy
zx
yx

V ,,,,0
0

  ).4ממימד  (4

  

לא ניתן למצוא תתי מרחבים המקיימים , 3מאחר שמרחב זה הוא ממימד   )ב

{ } VVVVVv ⊂⊂⊂⊂⊂ שכן אז צריך להתקיים , 43210

{ } ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) 3dimdimdimdimdim0dim0 4321 =<<<<<= VVVVVv , והדבר לא

  ...מתאפשר כאשר המימדים צריכים להיות שלמים
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   9שאלה 
( ) ( ){ }1,1,2,2,3,1 −−−=1S ,( ) ( ){ }3,7,0,5,0,72 −=S  

)נסמן  ) ( )21 , SSpanUSSpanW == .  

,21 -בדיקה קצרה מעלה שכל אחת מהקבוצות הללו , ראשית כל SSלכן . ל" היא בת  

 U - וWכי , אין צורך לבדוק קבוצה פורשת. (U - מהווה בסיס ל2S - ו, W - מהווה בסיס ל1Sלכן 

  .) בהתאמה2S -ו, 1Sי "הוגדרו כקבוצות הנפרשות ע

)נראה כי  ) ( )12 SSpanSSpan )וכך נראה כי הטענות ,  נכונה= ) ( )21 SSpanSSpan   - ו⊅

( ) ( )12 SSpanSSpan   . נן נכונות אי⊅
  

  .W - בסיס ל2Sואז ינבע כי , 2Sל של איברי " ניתן להציג כצW -נראה כי כל וקטור ב

  .U - בסיס ל1S גם ואז ינבע כי, 1Sל של איברי" ניתן להציג כצU -כמו כן נראה כי כל וקטור ב

  . W=U מקבלים –כ "בסה

. W - בסיס ל2Sואז ינבע כי , 2Sל של איברי " ניתן להציג כצW - נראה כי כל וקטור ב  :'שלב א 

ל של "שכן אם איברי הבסיס ניתנים להצגה כצ , W -1Sנראה זאת רק על איברי הבסיס של 

 ניתן להצגה W - נקבל שכל איבר ב, 1Sל של איברי " ניתן להצגה כצW -וכל וקטור ב, 2Sרי איב

  . 2Sל של איברי "כצ

( ) ( ) ( )3,7,05,0,72,3,1 ba +−=−     ⇐    7
3

7
1 , == ba .  

( ) ( ) ( )3,7,05,0,71,1,2 ba +−=−−     ⇐    7
1

7
2 , −== ba .  

. U - בסיס ל1Sואז ינבע כי , 1Sל של איברי" ניתן להציג כצU - נראה כי כל וקטור ב  :'שלב ב

ל של איברי "כן אם איברי הבסיס ניתנים להצגה כצש , U -2Sנראה זאת רק על איברי הבסיס של 

1S ,וכל וקטור ב- W2ל של איברי" ניתן להצגה כצS ,נקבל שכל איבר ב - Wל של " ניתן להצגה כצ

  . 1Sאיברי 

( ) ( ) ( )1,1,22,3,15,0,7 −−+−=− ba     ⇐    3,1 == ba .  

( ) ( ) ( )1,1,22,3,13,7,0 −−+−= ba     ⇐    1,2 −== ba .  

  

   10שאלה 
  

נמצא בסיס ומימד של . א
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

= Rcba
cbacaba

cba
W ,, :   

: נגדיר 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

110
100

,
101
010

,
111
001

1B) י כך שלקחנו "התקבל ע

0,1 === cba ,0,1,0 לאחר מכן === cba , 1,0,1ולבסוף === cba.  

B1 פורש את W , וכמו כן– Bלפיכך !). בדוק(ל " בת( ) 3dim =W .  
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נמצא בסיס עבור 
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⎨
⎧

⎟⎟
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⎞
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⎛
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⎛
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3321 uuuuspanU

:  

האוסף 
⎭
⎬
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⎝

⎛
==
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' 33212 uuuuB  

  . Uמהגדרת , Uפורש את 
ירוג המטריצה המתקבלת מהווקטורים המתאימים נבדוק האם יש תלות ליניארית בעזרת ד

  :B'2 -למטריצות ב

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
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⎜
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233133 4
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האוסף , לפיכך
⎭
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3212 uuuB מהווה בסיס 

) - לפיכך . Uעבור  ) 3dim =U  
  

UWבסיס עבור המרחב . ב 21האיברים בבסיסים נאחד את :  ניתן לקבל כך+ B,B ,  ונקבל

UWקבוצה פורשת עבור    . ל"כעת ננפה מתוכה אוסף בת. +
נסמן 
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: ל " אוסף בת'Bכעת נמצה מתוך 
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: לפיכך האוסף הבא
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B 

UWמהווה בסיס עבור  + .  
  
  
UWנמצא בסיס ומימד עבור מרחב החיתוך . ג : לפי משפט המימדים . ∩

( ) ( ) ( ) ( )WUWUWU ∩−+=+
===

dimdimdimdim
335
)ולכן  , 4342132143421 ) 1dim =∩UW.  

UWנמצא את המרחב  UWאם :  באופן מפורש∩
fed
cba

∩∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
   אזי 

W
fed
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⎛
 ולכן 
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⎨

⎧

++=
+=
+=

cbaf
cae
bad

⎟⎟ - כלומר. 
⎠
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⎝

⎛
fed
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 היא למעשה מהצורה 
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 .  

U -מצד שני
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⎛
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3212 uuuB . עבור  –כלומר ℜ∈γβα ,,  
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⎟⎟: מהשוואת מקדמים נקבל 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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⎛
++++ γββαγβ

αβα
2cbacaba
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⎪
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⎧
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cba
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⎪
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bab
caba
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b
ca

22γ

γ
β
α

      bab +=+ γ   ⇐a=γ.  

bcaהאילוצים   המשוואות האחרונות את 2 -נציב ב ==== βγα , :

⎩
⎨
⎧

+=+
=+

⇐=
baab

aba
ba

22
2

.  

γαβ -  אנו מקבלים ש–כ "סה ===== cba .  

⎟⎟ -לכן 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++ cbacaba

cba
⎟⎟ היא למעשה מהצורה 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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aaa

322
, ℜ∈aכאשר  , 

: ובסיס עבור מרחב החיתוך יכול להיות 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

322
111

S .כפי שציפינו ממשפט -כלומר 

  . 1 החיתוך הוא מרחב ממימד -המימדים
  
  

)מקיים ה R×32 של  1Uעלינו למצוא מהו מימדו של תת מרחב . ד )WUUUW ∩⊕=+ 1 .  

) -כפי שחישבנו  ) 5dim =+WU ,( ) 1dim =∩WU . לפיכך( )( ) 5dim 1 =∩⊕ WUU.  לפי

) -ממשפט המימדים )( ) ( ) ( ) ( )( )WUUWUUWUU ∩∩−∩+=∩+ 111 dimdimdimdim  ,

)אולם מאחר ש  ) ( )WUUWUU ∩⊕=∩+ )נובע כי  , 11 ) { }vWUU 01  -כלומר , ∩∩=

( )( ) 0dim 1 =∩∩ WUU . לכן

( )( ) ( ) ( ) ( )( )
444 3444 2143421444 3444 21

0

1

1

1

5

1 dimdimdimdim
===

∩∩−∩+=∩+ WUUWUUWUU , ומכאן ש - 

( ) 4dim 1 =U .  
  
  

73

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



  10תרגיל בית 
  פ"ממ, גרעין ותמונה, איזומורפיזמים, העתקות ליניאריות

  

UVיהיו  .1 UVTותהי , Fו מעל שדה "מ , )הוכח כי . העתקה ליניארית :→ )Tker  מהווה
   .  ו"מ

]נתונה העתקה . 2 ] 22
3: ×→ RxRT   י "המוגדרת ע  

( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=+++

cbacba
baba

dxcxbxaT 32  

 . העתקה ליניארית  Tהוכח כי   )א
           .TImמצאו בסיס ומימד לתמונה    )ב
 .KerTמצאו בסיס ומימד לגרעין   )ג
]יהא   )ד ] [ ]xRxRD 33:     י "המוגדר ע, אופרטור הנגזרת →

  ( )( ) ( ) ( ) [ ]xRxpxpxpD 3; ∈∀′=.  

]הרכבהנגדיר את העתקת ה     ] 22
3: ×→ RxRTD   י  "ע  

( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) [ ]xRxpxpTxpDTxpTD 3; ∈∀′==  

)חשבו את מימד החיתוך       )( )KerTTDKer ∩dim .    
  

:22 ל"הענתונה . 3 RRT )3,1()2,1(,)4,1()6,2(:המקיימת → =−−=− TT .7,2( חשב( −T .  
  
, תן דוגמא -אם כן. תיתכן כזו העתקה ליניאריתקבע האם  –לגבי כל אחד מהסעיפים הבאים . 4

  . הסבר מדוע -אם לא

:53) א ℜ→ℜT  המקיימת( )( ) 4Imdim =T.  

:53) ב ℜ→ℜT המקיימת , העתקת איזומורפיזם( )( ) 2Imdim =T.  

]) ג ] 22
3: ×ℜ→ℜ xT העתקת איזומורפיזם.  

  

22תהי. 5

12
21 ×∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= RM ,2222ותהי: ×× → RRT  כךמוגדרת: 

( ) 22: ×∈∀−= RXXMMXXT .  

kerdim))(im(dim))((הוכח כי ) ב    .מהווה העתקה ליניארית Tהוכח כי ) א TT =.  
  

ℜ→ℜ×ℜנגדיר . 6 ×× nnnnf ): כך  : ) ( )ABtraceBAf ווה מכפלה פנימית על מה fהאם . ,=
22×ℜ=V ?  
  

ℜ∈nλλיהיו ) א. 7 ℜ→ℜ×ℜהוכח כי הפונקציה . חיוביים 1,..., nnf י "המוגדרת ע :

( ) ( ) ( ) ∑
=

===∀
n

i
iiinn yxyxfyyyxxx

1
11 ,,...,,,..., λrrrr

nVמהווה מכפלה פנימית על   ℜ= 

ℜ∈nλλ - אם מוותרים על הדרישה שמה קורה ) ב  . ℜמעל    ? יהיו חיוביים 1,...,

   
  :הוכח . Fפ מעל שדה "ממ Vיהי  ) מן ההרצאה( .8

,0,00) א ==∈∀ uuVu vv.  

vuvuFVvu) ב ,,,,, βαβαβα =∈∈∀  

  26.1.06להגשה עד 
  18:00עד 
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  10פתרונות לתרגיל בית 
  

  1שאלה 

UV יהיו  UVTותהי , Fו מעל שדה " מ, )נראה כי . העתקה ליניארית:→ )Tker מהווה מרחב 
  . ווקטורים

)לפי הגדרה  ) ( ){ }uvTVvT 0|ker )ולכן  , =∋= ) VT ⊆ker . נראה כי( )Tker הוא תת מרחב 

  . Vשל 

) מקיים v0האיבר : איבר האפס ) UvT 00 )ולכן  , = )Tv ker0 ∈ .  

)יהיו : סגירות לחיבור )Tvw ker, )אזי . ∋ ) ( ) uvTwT )נראה כי גם . ==0 )Tvw ker∈+ .

) - מאחר ש ) ( ) ( ) UUUWTvTwvT 000 =+=+=+  

                                         ↓                      ↓  

              ( ) ( ) uvTwT 0==      Tהעתקה ליניארית   

  

)יהיו : סגירות לכפל בסקלר  ) FTv ∈∈ α,ker . אזי( ) uvT   כעת . =0

( ) ( ) uvTvT 0==αα  

     ↓            ↓  

( ) uvT 0=  Tהעתקה ליניארית   

  
  2שאלה 

  

) העתקה ליניארית  Tנוכיח כי ) א ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=+++

cbacba
baba

dxcxbxaT 32  

  

)נראה כי לכל  ) ( ) [ ]xxqxp 3, ℜ∈יים  מתק( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )xqTxpTxqxpT יהיו . +=+

( ) ( ) [ ]xxdxcxbaxqxdxcxbaxp 3
3

2
2

222
3

1
2

111 , ℜ∈+++=+++= . אזי

( ) ( )( ) ( )
( )

( ) ( ) ( )( ) ( )( )xqTxpTxdxcxbaTxdxcxbaT

cbacba
baba

cbacba
baba

ccbbaaccbbaa
bbaabbaa

xdxdxcxcxbxbaaT

xdxcxbaxdxcxbaTxqxpT

+=+++++++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++++++++

++++++
=+++++++

=+++++++=+

3
2

2
222

3
1

2
111

222222

2222

111111

1111

212121212121

212121213
2

3
1

2
2

2
12121

3
2

2
222

3
1

2
111

  

)לכל נראה כי  ) [ ] ℜ∈ℜ∈ α,3 xxp מתקיים ( )( ) ( )( )xpTxpT αα =.  

)יהיו  ) [ ] ℜ∈ℜ∈+++= α,3
32 xdxcxbxaxp . אזי

( )( ) ( )( ) ( )
( ) ( )

( ) ( )

( )( )xpT
cbacba

baba

cbacba
baba

cbacba
baba

dxcxbxaTdxcxbxaTxpT

αα

αα
αα

αααααα
αααα

αααααα

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=

=+++=+++= 3232

  

  
 .TImנמצא בסיס ומימד ל ) ב
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}עבור : על פי משפט   }3
4

2
321 ,,,1 xexexeeB ] בסיס של ===== ]xR3  

( ) ( ) ( ) ( ){ }4321 ,,,Im eTeTeTeTspanT =  

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

===
=

==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

===
=

==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

===
=

==

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

===
=

==

00
00

0
1

11
00

0
1

11
11

0
1

11
11

0
1

1

3
4

2
3

2

1

cba
d

xTeT

dba
c

xTeT

dca
b

xTeT

dcb
a

TeT

  

  

 ולכן  
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
00

,
11
11

Im spanT .ל "צמצמנו את הקבוצה הפורשת לקבוצה בת  

)טות אל כי וקטורי הקואורדינ"הקבוצה בת(    ) (    )4R -ל ב" בת1,1,0,0,1,1,1,1(

) -  וTImולכן זהו בסיס לתמונה    ) 2Imdim =T.  
  

 .KerTמצא בסיס ומימד לגרעין נ  )ג
  

( ) [ ] ( )( ){ }

( )

( ) ( )

( ) {{ } ( ) ( ) {{ } { }333

3232

32

3

,1,1,

00
0

00
00

0 22

xxspanRdadxxaxpRdadxaxaxp

c
ab

dxcxbxaxp
cba

ba
dxcxbxaxp

cbacba
baba

dxcxbxaxp

xpTxRxpKerT
R

−=∈+−==∈+−==

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=
−=

+++==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=++
=+

+++==

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
+++==

==∈= ×

}הקבוצה  }3,1 xx−  קבוצה פורשת לגרעין KerTל" וגם בת  

)כי וקטורי הקואורדינטות (  ) ( )1,0,0,0,0,0,1,1    )4R -ל ב" בת−

}ולכן  }3,1 xx− בסיס לגרעין KerTו - ( ) 2dim =KerT.  

 
)נחשב את מימד החיתוך   )ד )( )KerTTDKer ∩dim.   

  .  באופן מפורשTDה ההרכבאת ציג ראשית נ  
( ) ( )( ) ( )( )( ) ( )( ) ( ) [ ]

( )( ) ( ) [ ] ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=++=⎥⎦

⎤
⎢⎣
⎡ ′

+++=+++

⇓

∈∀′==

dcbdcb
cbcb

dxcxbTdxcxbxaTdxcxbxaTD

xRxpxpTxpDTxpTD

3232
22

32

;

23232

3

  

)כלומר  ) ( )( ) ( )( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
=+++=

dcbdcb
cbcb

dxcxbxaTDxpTD
3232

2232  

  

)נמצא בסיס לגרעין  )TDKer:  
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( ) ( ) [ ] ( ) ( )( ){ }

( )

( ) ( )

( ) {{ } ( ) ( ) {{ } { }xxspanRcaxxcaxpRdacxcxaxp

d
cb

dxcxbxaxp
dcb

cb
dxcxbxaxp

dcbdcb
cbcb

dxcxbxaxp

xpTDxRxpTDKer R

2,1,21,2

0
2

032
02

00
00

3232
22

0

222

3232

32

3 22

−=∈−⋅+⋅==∈+−==

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=
−=

+++==
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎩
⎨
⎧

=++
=+

+++==

=
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++++

++
+++==

==∈= ×

  

}הקבוצה  }xx 2,1 2 ) קבוצה פורשת לגרעין  − )TDKerל" וגם בת  

)טות אי הקואורדינכי וקטור(  ) ( )0,1,2,0,0,0,0,1    )4R -ל ב" בת−

}ולכן  }xx 2,1 2 ) בסיס לגרעין − )TDKer.   
  

( ) [ ] ( ){ }
[ ] ( ) ( ){ }
[ ] ( ) ( ){ }
[ ] ( ) ( ){ }
[ ]{ }
[ ]{ } ( ) ( ){ }VxxxxvdcbaxRv

bdadcaxRv

bxdxxadcaxRv

xxdcxbxavxRv

xxdcvxbxavxRv

TDKervKerTvxRvTDKerKerT

020100100

00020

02

211

211

23
3

3

32
3

23
3

23
3

3

=−⋅+⋅=⋅+−⋅======∈=

==∧=−∧=−∧=−∈=

==+−−+−∈=

=−⋅+⋅=⋅+−⋅=∈=

=−⋅+⋅=∧⋅+−⋅=∈=

=∈∧∈∈=∩

  
  

)אם כן , קיבלנו  )( ) { }VKerTTDKer ) ולכן ∩=0 )( ) 0dim =∩ KerTTDKer.  

  
  3שאלה 

  

) כי ♥נשים  ) ( ){ }4,1,3,1 −−=B 2 מהווה בסיס עבורℜ=V . נציג את( )7,2  כצירוף ליניארי −

: Bשל איברי 

( ) ( ) ( )4,13,17,2
437

2
1,1 −+−=−⇐

⎩
⎨
⎧

+−=−
−=

⇐−== ba
ba

ba
ba  

)כלומר  ) ( ) ( )4,13,17,2   -לפיכך  −=−−−

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )8,16,22,14,13,14,113,11)7,2( −−=−−=−−−=−−−=− TTTT  

                                        ↓                                ↓                                   ↓  
  ל שמצאנו" העתקה ליניארית           לפי מקדמי הצT                            לפי הנתון                 

  
  

  4שאלה 
  

:53) א ℜ→ℜT המקיימת ( )( ) 4Imdim =T .לפי משפט . הדבר לא יתכן :

( ) ( )( ) ( )( )TTV Imdimkerdimdim ) - במקרה שלנו =+ ) ( )( ) ( )( )
43421321

43

Imdimkerdimdim
==

+= TTV ,

)וכך נובע כי  )( ) 1kerdim −=T ,וזה לא יתכן .  
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:53) ב ℜ→ℜTהמקיימת ,  העתקת איזומורפיזם( )( ) 2Imdim =T .לא יתכן, שוב .

( ) ( )( ) ( )( )
43421321

23

Imdimkerdimdim
==

+= TTV . כך נובע כי( )( ) 1kerdim =T . כדי ש–אולם - T תהיה 

)איזומורפיזם צריך להתקיים  ) { }vT 0ker } - וכידוע , = }( ) 00dim =v . כלומר צריך להתקיים

( )( ) 0kerdim =T ,בסתירה לכך ש- ( )( ) 1kerdim =T .  
  

]) ג ] 22
3: ×ℜ→ℜ xTכיוון ש, הדבר אפשרי.  העתקת איזומורפיזם - 

[ ]( ) ( ) 4dimdim 22
3 =ℜ=ℜ ×x) . י "ע, ו מאותו מימד ניתן להגדיר איזומורפיזם" מ2בין כל

  )ע ועל"באופן חח, העברת איברי בסיס של המרחב האחד אל איברי הבסיס של המרחב האחר

]כל ל: נגדיר למשל  ]xdxcxbxa 3
32 ℜ∈+++ : ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=+++

dc
ba

dxcxbxaT קל לבדוק . 32

  . כי זוהי העתקת איזומורפיזם
  
  
  

  5שאלה 
  

)נראה כי ) א ) 22: ×∈∀−= RXXMMXXT22כאשר , ל" מהווה הע

12
21 ×∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= RM .  

⎟⎟∋ℜ×22תהי .  נשכתב את ההגדרה–ראשית 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

אזי . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cbda
adbc

dc
ba

dc
ba

dc
ba

T 2....
12
21

12
21

 ניתן -כלומר. 

⎟⎟: לנסח את ההעתקה כך 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cbda
adbc

dc
ba

T 2.  

  

22תהיינה 

22

22

11

11 , ×ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

dc
ba

אזי . 

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
−−

=

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−++−+
+−++−+

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
++
++

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

22

22

11

11

2222

2222

1111

1111

21212121

21212121

2121

2121

22

22

11

11

22

2

dc
ba

T
dc
ba

T
cbda
adbc

cbda
adbc

ccbbddaa
aaddbbcc

ddcc
bbaa

T
dc
ba

dc
ba

T

  
  
  

⎟⎟∋ℜ∈ℜיהיו 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ × α,22

dc
ba

אזי . 
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( ) ( )
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⎞
⎜⎜
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⎛
⎟⎟
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⎞
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⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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=⎟⎟
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⎛
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎛
⎟⎟
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⎞
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⎛
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T
cbda
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cbda
adbc
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dc
ba

T
dc
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T

αα
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αααα
αααα

αα
αα

α

2

22

  

  . היא העתקה ליניאריתT –כ "סה
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⎟⎟∋ℜ×22לכל  : Tנמצא בסיס לתמונה של ) ב
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

 מתקיים 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
cbda
adbc

dc
ba

T )אם נסמן , לכן. 2 ) ( )adybcx −=−= 2
1

2
1  -מקבלים ש, ,

⎟⎟ היא מטריצה מהצורה Tתמונת 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− xy
yx

) - כלומר.  )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−

= yx
xy

yx
T ,|Im ,

: ובסיס עבור מרחב זה יכול להיות 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 01

10
,
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 .  

  

), לפי משפט ) ( )( ) ( )( )TTV Imdimkerdimdim ובמקרה שלנו , =+

( ) ( )( ) ( )( )
43421321

24

Imdimkerdimdim
==

+= TTV . לכן( )( ) 2kerdim =T.  

  

)כמובן למצוא בסיס למרחב הגרעין ולהראות ישירות כי ,  ניתן :הערה )( ) 2kerdim =T. אם 

( )T
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ker∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎜⎜
⎝

⎛
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T , וזה קורה כאשר

dacb ==  בסיס עבור מרחב התמונה יהיה -כלומר. ,
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧
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⎜⎜
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⎜⎜
⎝
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 .  

  
  6שאלה 

. , ℜ=V×22 ניקח –דוגמא . כי לא מתקיים התנאי הרביעי, הפונקציה אינה מהווה מכפלה פנימית

VA ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

01
21

)אזי  .  ) 03
21
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, <−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−
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=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= tracetraceAAf.  

  
  7שאלה 

  

)קציה נוכיח כי הפונ) א ) ( ) ( ) ∑
=

===∀
n

i
iiinn yxyxfyyyxxx

1
11 ,,...,,,..., λrrrr

 מהווה מכפלה 

nVפנימית על  ℜ= כאשר ℜ∈nλλ   .  קבועים חיוביים1,...,

  

)יהיו  )1 ) ( ) ( ) n
nnn zzzyyyxxx ℜ∈=== ,...,,...,,,..., 111

rrr
.  

  אזי 
( ) ( ) ( ) ( )( )

( ) ( )( ) ( ) i

n

i
iii

n

i
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n

i
iiinnn

nnn

zyzxzyxzzyxyxf

zzyyxxfzyxf

∑∑∑
===

+=+=++

=+=+

111
111

111

,...,,,...,

,...,,,...,,...,,

λλλ

rrr

  

 - חילוף החיבור ב(= נוי סדר סכימה שי,  חוק הפילוג↵                                        
ℜ(  

  
  

)יהיו  )2 ) ( ) n
nn yyyxxx ℜ∈== ,...,,,..., 11

rr
אזי . 

( ) ∑∑∑
===

===
n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii xyxyyxyxf

111
, λλλrr

  

79

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



     ↓                 ↓  
             מעל הממשיים            חילוף כפל ממשיים

  

)יהיו  )3 ) ( ) n
nn yyyxxx ℜ∈== ,...,,,..., 11

rr
אזי . ℜ∈α ותהי 

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )

( ) ∑∑∑
===

==

===
n

i
iii

n

i
iii

n

i
iii

nnnn

yxyxyx

yyxxfyyxxfyxf

111

1111 ,...,,,...,,...,,,...,,

λααλαλ

αααα rr

  

    ↓                     ↓  
  חוק הפילוג                   חילוף כפל ממשיים          

  

)יהי ) א )4 ) n
nxxx ℜ∈= ,...,1

r
אזי . 

( ) ( ) ( )( ) ( ) 0,...,,,...,,
1

2

1
11 ≥=== ∑∑

==

n

i
ii

n

i
iiinn xxxxxxxfxxf λλrr

  

          ↓  

niלכל  ≤≤1 ( ) 02 ≥ii xλ , משום ש- ( ) 0,0 2 ≥> ii xλ .לכן גם הסכום כולו אי שלילי.  

  

)עבור ) ב ) n
v ℜ∈= ) מתקיים 00,...,0 ) ( ) ( )( ) ( ) 000,...,0,0,...,00,0

1

2 === ∑
=

n

i
ivv ff λ  

)יהי  ) n
nxxx ℜ∈= ,...,1

r
) המקיים  ) 0, =xxf rr

אזי . 

( ) ( ) ( )( ) ( )∑∑
==

====
n

i
ii

n

i
iiinn xxxxxxxfxxf

1

2

1
11 ,...,,,...,,0 λλrr

מאחר שזהו סכום של . 

. 0 – הסכום יתאפס רק כאשר כל המחוברים ישוו ל –מחוברים אשר כל אחד מהם אי שלילי 

niלכל  -כלומר ≤≤1 ( ) 02 =ii xλ .לכל - מאחר שni ≤≤1  0>iλ , זה אומר שלכל

ni ) מתקיים 1≥≥ ) 02 =ix ,שלכל - כלומר ni ≤≤1 0=ix - וזה אומר 

( ) ( ) vnxxx 00,...,0,...,1 ===
r

.  

  

1,...,0 -כאשר מוותרים על התנאי ש) ב >nλλהפונקציה המתקבלת אינה מהווה מכפלה  

2ℜ=V ,121 ניקח –דוגמא נגדית . פנימית −== λλ   ,ו - ( ) Vv ∈= אזי . 1,1

( ) ( ) ( )( ) ( )( ) ( )( ) 021111111,1,1,1, <−=⋅⋅−+⋅⋅−== fvvf ועל כן לא מתקיים התנאי
  . הרביעי

  
  

  8שאלה 
  

  . Fפ מעל שדה " ממVיהי 

Fvvנראה   )א uuVu 0,00, vFהוכחנו בעבר כי . ∋Vuיהי . ∀∋== u 00 לכן . ⋅=

FFFv uuuuuVu 0,0,0,0  כמו כן .∀∋=⋅==

FFFv uuuuuVu 0,00,0, ==⋅=∈∀.  

  

vuvuFVvuנראה ) ב ,,,,, βαβαβα FVvuיהיו . ∀∋∋= ∈∈ βα אזי . ,,,

vuuvuvvuvu ,,,,, ⋅=⋅=== βαβαβαβαβα 
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   אלגברה ליניארית-החוג למדעי המחשב

  ה" תשס-'סמסטר א

  )מטריצות (3תרגיל בית 

 : נתון .1
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
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⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

−
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−

−−
=

321
431
422

,
531
531

531
,

431
541
532

CBA  

  
==0הראה כי   )א BAAB , AAC = ,CCA = .  

  :כדי להראות ' השתמש בסעיף א  )ב

• CBAACB = . 

• ( )( )ABBABA +−=−  ) התחל לפתח מאגף ימין-רמז (22

• ( ) 222 BABA +=±  

 
  :וכיחו או הפריכו את הטענות הבאותה. 2

  מטריצה משולשת(סכום שתי מטריצות משולשות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת . א   

  ).הינה מטריצה משולשת עליונה או תחתונה    

  .מאותו סדר הוא מטריצה משולשת עליונהסכום שתי מטריצות משולשות עליונות . ב   

  .סכום של שתי מטריצות אלכסוניות מאותו סדר הוא מטריצה אלכסונית. ג   

   .סכום של שתי מטריצות יחידה מאותו סדר הוא מטריצת יחידה. ד   

  

⎟⎟תהי . 3
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

A ,המקיימותשל מספרים ממשיים כל המטריצות קבוצת  מצא את-              

BAAB = .   

⎟⎟:  המקיימת 2 מסדר Aמצא מטריצה ריבועית . 4
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
312A .  

⎟⎟ המקיימת  ×22 מגודל Aקיימת מטריצה האם  .5
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
002A?  

 .  סימטריתABAהוכח כי .  מטריצות ריבועיות סימטריות מאותו סדרA ,Bתהיינה  .6

ABBA   אזי ×nm מטריצות מסדר B,Aאם  .7 tt  .  אנטי סימטרית−

) אז ,  מטריצות ריבטעיותA,Bאם : הוכח או הפרך  .8 ) ( ) ( )BtrAtrABtr ⋅=. 

 
  

   11.11.04 :תאריך הגשה אחרון
  
  !בהצלחה
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  3פתרונות לתרגיל בית 
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⇐ AAC =  

⎟
⎟
⎟
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⎞

⎜
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⎝

⎛
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⎟
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⎜
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⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
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CA

⇐ CCA =   

 ) ב .1

) -אגף שמאל: נפתח את שני האגפים • ) ( ) 0==== ABBABACACB  ) כי

AAC ) -אגף ימין). = ) ( ) 00 === CBACCBA  . )כיCCA =  .(

⇐== CBAACB 0 .  

• ( )( ) ( ) ( ) 2222 BBAABABAABABABABBAABBA −−+=−+−=⋅−+⋅−=+−

==0 -מאחר ש BAAB 22 נקבל BA − . 

)ל "צ • ) 222 BABA )וגם  , +=+ ) 222 BABA +=− .   
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( ) 22222 BABABBAABA ==0 -כי (+=+++=+ BAAB   .(

( ) 22222 BABABBAABA ==0 -כי (−=−−+=+ BAAB.  (  

הטענה אינה . סכום שתי מטריצות משולשות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת) א .2

 - נציג דוגמא נגדיתנכונה
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bA אינה 

לאלכסון שווים ) ולא מתחת(כי לא מתקיים שכל איבריה מעל , שולשיתמטריצה מ

  . לאפס

. סכום שתי מטריצות משולשות עליונות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת עליונה)   ב

)תהיינה  : נוכיח  . הטענה נכונה ) ( )ijij bBaA ==   מטריצות ריבועיות משולשיות ,

אזי  . nעליונות מסדר 
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  . עליונה

  הטענה נכונה. סכום של שתי מטריצות אלכסוניות מאותו סדר הוא מטריצה אלכסונית) ג
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 -וסכומן

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

+

+
+

+

=+

nnnn ba

ba
ba

ba

BA

...000

0...00
0...00
0...00

3333

2222

1111

  

  

  . הטענה אינה נכונה. סכום של שתי מטריצות יחידה מאותו סדר הוא מטריצת יחידה) ד

⎟⎟  :   n=2 -   דוגמא נגדית
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

20
02

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

  . וזו אינה מטריצת היחידה , 

3 .⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

A ונסמן   :⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

B . נחשב אתAB ואת BA :   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

dc
dbca

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
11

AB.   

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
dcc
baa

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
11

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

BA    . צריך להתקייםBAAB : כלומר, =

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++
=

dc
dbca

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

dcc
baa

: מקבלים את מערכת המשוואות הבאה. 

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=

+=+
+=

ddc
cc

dbba
caa

   

: נפשט

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=
==

=
=

0
0

0

c
cc

da
c

: םוצריך להתקיי , b לא התקבלו דרישות כלשהן על -כלומר , 
⎩
⎨
⎧

=
=

0c
da

על , 

: כן מדובר בקבוצה 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
ba

a
ba

,,
0

 .    

  

⎟⎟: עלינו למצוא מטריצה המקיימת . 4
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
312A .נסמן- ⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A , 2ונחשב אתA  :

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

2

2

)(
)(

dcbdac
dabbca

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

= 2

2

dcbdcac
bdabbca

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

=2A צריך להתקיים   :  

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
31

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

2

2

)(
)(

dcbdac
dabbca ,כלומר-  
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⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

1
0)(
3)(
1

2

2

dbc
dac
dab
bca

daאו , c=0  מהמשוואה השלישית נובע כי ⇐    −= .   

אחת היות שמטרתנו למצוא מטריצה , לא נבדוק את כל הפתרונות של מערכת המשוואות(

לכן בכל הזדמנות נוכל לבחון רק מקרה . ולא את אוסף כל המטריצות, המקיימת את הנדרש

  . ) המקריםכלולא את , אחד

1,1: אזי מהמשוואה הראשונה והרביעית נקבל , c=0אם  22 == da, 1 - כלומר, ±=da .

לכן נוכל ).  3=0כי אז ( סימנים מנוגדים d - ולa -מהמשוואה השנייה נובע כי לא יתכן של

==1 -לקחת למשל da ,0 -כאמור=c ,ומהצבה במשוואה השנייה נקבל :( ) 311 =+b ,

 -כלומר
2
3

=b.  אז - ⎟⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

10
2

31
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A ,  ואכן :

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
31

⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
⋅

10
2

31
⎟
⎟
⎠

⎞
⎜
⎜
⎝

⎛
=

10
2

312A  .   

  . ובכל זאת נכונה, התשובה אליה הגעת יכולה להיות שונה, קיימות מטריצות נוספות: הערה

⎟⎟: חפש מטריצה מהצורהנ. 5
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

dc
ba

A המקיימת ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
002A  .

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

++
++

= 2

2
2

)(
)(

dcbdac
dabbca

A ,  וכך נקבל את מערכת המשוואות הבאה :

⎪
⎪
⎩

⎪
⎪
⎨

⎧

=+
=+
=+
=+

1
0)(
0)(
0

2

2

dbc
dac
dab
bca

    

da - אוc=0: מהמשוואה השלישית אנו מקבלים  , דקים את כל המקריםכאן אנו בו (=−

  .)בעודנו מחפשים אחר מטריצה המקיימת את הנדרש

02:  מקבלים -1ממשוואה  : c=0 -'מקרה א =a ,0 -כלומר=a . מערכת המשוואות

 : 4, 2המתקבלת ממשוואות 
⎩
⎨
⎧

=
=

1
0

2d
bd

  . d=1± -ו, b=0 -כלומר, 

1,0 -המטריצות שבהן  -כלומר ±==== dcbaאם , עד כה מצאנו.  מקיימות את הנדרש

⎟⎟ -והן , שתי מטריצות המקיימות את תנאי התרגיל , כן
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
00

⎟⎟ -ו, 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−10
00

ניתן להפסיק . 

  .  כן-ותשובתנו הייתה..." האם קיימת מטריצה "תה שכן השאלה היי, כאן

  :  לשם התרגול נוסיף ונבדוק את המקרה השני–אבל 
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da 'במקרה  bca:  מקבלים 1ממשוואה : =− 2abc -כלומר, 2=− לכן נציב במשוואה , =−

122ואז  , bc  במקום−2aהרביעית  =+− da.אבל- dada −=⇐= :  מקבלים אנוואז  , 22

פתרון למערכת מטריצות נוספות המהוות  אין -ומכאן, לא אפשרי' מקרה ב -על כן . 1=0

  . 'פרט לאלה שמצאנו במקרה א, המשוואות

  

)עלינו להראות כי . 6 ) ABAABA t = .  

))  ∗(אזי ,  מטריצות מגדלים מתאימים להכפלהB - וAאם : תזכורת ( ) ttt ABAB = (  

( ) ( )( )( ) ( ) ABAABAABAAABABA ttttttt ====  
        ↓↓↓  

A ,B לפי           ( ) לפי   ∗( )∗     
  . סימטריות

  

)( עלינו להראות כי. 7 ABBA tt −−=− ttt ABBA   ,   הגדלים מתאימים להכפלה-ראשית . )(

  ). Bל לגבי "וכנ. (×mn - היא מגודלtA - ולכן×nm היא מגודל A -   כי 

( ) ( ) ( )ABBABAABBAABABBAABBA ttttttttttttttttt −−=−=−=−=− )(  

  

⎟⎟: דוגמא נגדית . הטענה אינה נכונה. 8
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
01

A ,⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

10
00

B .  אז( ) ( ) 1== BtrAtr ,

) -ולכן ) ( ) 1=⋅ BtrAtr ,אבל מאחר ש- [ ]0=AB ,  0נובע כי)( =ABtr .   
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  החוג למדעי המחשב

  ה"תשס' סמסטר א

  4תרגיל בית מספר 
 .  מטריצה סימטרית2Aאזי ,  מטריצה סימטריתAהוכח כי אם  .1

קבע את דרגת המטריצה ) א .2
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1232
3412
2310

 . העבר לצורה מצומצמת שורות)  ב

  : הפיכה המטריצה הבאה∋aℜעבור אילו ערכים של  .3
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

a

11
11
11

 ?  

ℜ∈cbaיהיו  .4 : דרג את המטריצה הבאה וקבע מהי דרגתה.  ,,

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+++
abacbc

baaccb
111

  ) . יש מספר אפשרויות(

:  המטריצה Aהי ת .5
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

100
210
321

 . A−1חשב את . 

תהי  .6
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

001
100
010

A . מצא שלםk 1:  המקיים−= AAk . 

  . ה הפיכtAאזי  ,ה הפיכה מטריצAהראה כי אם  .7

:  מטריצה אלכסונית היא מהצורה -כזכור .8

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nna

a
a

a

...000

0...00
0...00
0...00

33

22

11

מתי מטריצה  . 

  . מצא את המטריצה ההופכית? אלכסונית היא הפיכה

  

  !בהצלחה
 18.11.04: תאריך הגשה אחרון
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  4פתרונות לתרגיל בית 
  1שאלה 

)אם   )
njiijaA

≤≤
=

,1
njiאזי לכל ,  מטריצה סימטרית ≤≤ jiij מתקיים 1, aa = .  

)נסמן  )
njiijcCA

≤≤
==

,1
2 .  

tnnkתהיינה : (נזכיר את הגדרת כפל מטריצות  BA ×× ה אזי מטריצת המכפל,  מטריצות ,

ABC = , [ ]ijtk cC ∑י " מוגדרת ע×=
=

=
n

h
hjihij bac

1
ki  לכל   tjולכל , 1≥≥ ≤≤1 .(.

)עלינו להראות כי המטריצה  )
njiijcCA

≤≤
==

,1
jiijכלומר ש ,  סימטרית2 cc  לכל =

nji ≤≤ ∑-על פי ההגדרה. 1,
=

==
n

h
jihijh caa

1
 ∑

=

n

h
jhhiaa

1
∑
=

==
n

h
hjihaa

1
∑
=

=
n

h
hjihij bac

1
    

                                   ↓    ↓  
                             Aאצלנו   ית סימטרA=B , ולכן- ijij ba = ,  

nji                                                                            לכל  ≤≤ ,1.  
) -לכן  )

njiijcCA
≤≤

==
,1

  . סימטרית  2

  :2 שאלה

: ראשית נדרג את המטריצה) א
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

1232
3412
2310

  יל בעמודה השמאליתנתח : 

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−
−←↔

4620
2310

3412

1232
2310

3412

1232
3412
2310

13321 RRRRR  

   -נעבור לטפל בעמודה השנייה משמאל

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310

3412
⎯⎯⎯⎯ →⎯ −← 233 2RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−

4620
2310

3412
   

כלומר מספר השורות , אנו רואים כי הדרגה. עד כה התקבלה מטריצה מצורה מדורגת

)ולכן , 2השונות מאפס לאחר דירוג הוא  ) 2=Arank .  

נעביר את המטריצה ) ב
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310

3412
י כך שנדאג שכל " ע: לצורה מצומצמת שורות 

  . ויהיה היחיד השונה מאפס בעמודתו, 1 -מקדם מוביל יהיה שווה ל

2 -נכפיל את השורה הראשונה ב. 2המקדם המוביל בשורה הראשונה הוא 
1  .  
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310

21 2
3

2
1

⎯⎯⎯ →⎯
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
← 12

1
1

0000
2310

3412
RR . המקדם המוביל הוא ממילא -כעת  

  . היחיד השונה מאפס בעמודתו

לכן נותר רק לדאוג כי הוא יהיה היחיד השונה . 1 הינו -המקדם המוביל בשורה השנייה

   .האיבר שמעליו עלינו לאפס את -כלומר. מאפס בעמודתו

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310
5.25.301

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −← 22
1

11 RRR 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310

21 2
3

2
1

 .   

 -המטריצה מצומצמת השורות היא 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−

0000
2310
5.25.301

 .   

  3 שאלה

:  נדרג את המטריצה 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

a

11
11
11

כדי להימנע , ראשית. נטפל תחילה בטור הראשון : 

  .ולא פרמטר,  מספרכך שהשורה הראשונה תכיל, נחליף את השורות, מחלוקה אסורה באפס

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

11
11

11

a
a

a
⎯⎯ →⎯ ↔ 31 RR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

a
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11
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,3121נאפס את איברים : כעת  .  aa :   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

2110
110

11

aa
aa

a
⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅−←

−←
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RaRR
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

11
11

11

a
a

a
 -כלומר, כעת נטפל בעמודה השנייה . 

: 32aנאפס את 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+−−
−−

200
110

11

2 aa
aa

a
⎯⎯⎯⎯ →⎯ +← 233 RRR  

⎟
⎟
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⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
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2110
110

11

aa
aa

a
  

 איברי האלכסון צריכים -כלומר. 3על מנת שהמטריצה תהיה הפיכה דרגתה צריכה להיות 

022  (*)-כלומר : 0 -להיות שונים מ ≠+−− aa , 01(**) וגם≠−a .  

2,1אנו מקבלים  (*) -מ −≠a ,1אנו מקבלים  (**) -ומ≠a .כ המטריצה תהייה "לכן בסה

2,1הפיכה עבור  −≠a .   
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  4 שאלה 

:  נדרג את המטריצה -ראשית
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+++
abacbc

baaccb
111

  : נתחיל עם הטור השמאלי. 

( ) ( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

cabbac
caba

0
0

111( )
( )⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←
+−←

133

122

RbcRR
RcbRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
+++
abacbc

baaccb
111

  : נעבור אל הטור השני. 

( )( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

cacb
caba

00
0

111

⎯⎯⎯⎯ →⎯ ⋅−← 333 RcRR

( ) ( )⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−−

cabbac
caba

0
0

111
  

י כך שנבדוק את האפשרויות לכך "ע, כעת נבחן את האפשרויות השונות עבור הדרגה

   . 0 -ראשונה שונה מאיבר האלכסון בשורה ה: שמתאפס איבר על האלכסון

=⇐−=0: נסתכל על איבר האלכסון בשורה השנייה • baba .  

: במקרה זה המטריצה תראה כך 
( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

200
00

111

ca
ca . נבצע :( ) 233 RcaRR ואז , ←−−

: נקבל 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
000

00
111

ca  .  יש לנו שני מקרים : כעת- caאוca ≠=  

caאם   מקבלים =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

000
000
111

cba כאשר -כלומר. 1ואז הדרגה היא ,   הדרגה היא ==

1 .  

caאם 023כי , 2 אזי הדרגה היא ≠ ≠−= caa .כאשר -לכן bac   . 2 הדרגה היא ≠=

  

):   האלכסון בשורה השלישית  נסתכל על איבר • )( )cacb איבר זה מתאפס . −−

ca -כאשר cb או = = 

caאם  •  - אז מקבלים =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

000
00
111

ba ,אם -ואז a=b מקרה זה  (1 הדרגה היא

cba-כבר נספר קודם לכן  cabלכן אם . 2 -ואחרת, ) ==  . 2 הדרגה היא ≠=
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cbאם  •  -מקבלים , =
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−−
000

0
111

baba ,אם -ושוב a=b ואחרת, 1 נקבל דרגה- 

cba - כאשר-כלומר. 2הדרגה היא   . 2 הדרגה היא ≠=

  

  : סיכום של כל המקרים 

  3דרגה   2דרגה   1גה דר  0דרגה 

cba  אין אפשרות כזו ==  cab =≠  bac ≠≠  

    cba =≠    

    bac =≠    

  

  5 שאלה

נחשב את המטריצה ההופכית של המטריצה 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

100
210
321

 .העמודה השמאלית תקינה  :  

.  לכן נעבור אל העמודה השנייה

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

100100
010210
021701

⎯⎯⎯ →⎯
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −
⋅−← 211 2

100100
010210
001321

lll  

  : 23aאת :  בעמודה הימנית1 -נאפס את האיברים שמעל ל

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

100100
210010

021701
⎯⎯⎯ →⎯ ⋅−← 322 2 lll

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

100100
010210
021701

  

   : 13aנאפס את 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
⎯⎯⎯ →⎯ ⋅+←

100100
210010

721001
311 7 lll  

 -על כן 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−
=−

100
210

721
1A  
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  6 שאלה
) המטריצה המורחבת  י בעזרת"  עAנמצא את המטריצה ההופכית של  )IA נבצע : (|

כל פעולה שתתבצע . פעולות מותרות כדי להפוך את המטריצה שמשמאל למטריצת היחידה

עד שהמטריצה משמאל תהפוך ,  המטריצה מימין תבוצע במקביל על-על המטריצה משמאל

. )  A -המטריצה שתתקבל מימין תהיה המטריצה ההופכית ל. I -ל
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100001
010100
001010

 

. יש לדאוג שהאפסים יהיו מתחת לאיברים השונים מאפס : A נתחיל מהטור השמאלי של -

 : נחליף את השורה הראשונה בשלישית -לכן

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯ →⎯ ↔

001010
010100
100001

31 ll

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

100001
010100
001010

נחליף ו, נעבור לטור השני -כעת . 

 כדי שאיברים שהינם אפס ימוקמו מתחת לאיברים -שוב, השנייה בשלישיתאת השורה 

: שאינם אפס 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
↔

010100
001010
100001

001010
010100
100001

32 ll ,  כעת קבלנו משמאל

 -וכך מקבלים ש, את מטריצת היחידה
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

010
001
100

1A .   

 - שעבורו k     נמצא 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
001
100

1−= AAk .   

  . השוויון אינו מתקיים, k=1עבור 

=−1 - נקבל שk=2עבור  A
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

010
001
100

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
⋅

001
100
010

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

001
100
010

=2A ,  2לכן=k 

  .) כנדרש Kהיות שמצאנו , ניתן להפסיק כאן, מבחינת השאלה(. מקיים את הנדרש

3kנבדוק מה קורה עבור  = : 3 2

0 0 1 0 1 0 0 0 0
1 0 0 0 0 1 0 1 0
0 1 0 1 0 0 0 0 0

A A A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= ⋅ = =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  

4kעבור  4 : מקבלים =

0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0 0 0 0

A
⎛ ⎞⎛ ⎞ ⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟= =⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟ ⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠ ⎝ ⎠

  .  
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5kעבור  : מקבלים =
0 0 0
1 0 0
0 0 0

⎛ ⎞
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎜ ⎟
⎝ ⎠

 =5

0 0 0 0 1 0
0 0 1 0 0 1
0 0 0 1 0 0

A
⎛ ⎞⎛ ⎞
⎜ ⎟⎜ ⎟= ⎜ ⎟⎜ ⎟
⎜ ⎟⎜ ⎟
⎝ ⎠⎝ ⎠

.  

 תשארנה 3 -ו, 1השורות , אנו מקבלים שבכל הכפלה נוספת, 3 -ו, 1בגלל שורות האפסים 

 אין ערך נוסף -כלומר. אחרכל פעם במקום  ,  ים -1 ייתכנו -בשורה השנייה. שורות אפסים

 שעבורו שוב נקבל את המטריצה kשל 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=−

010
001
100

1A  

  
  7 שאלה

 עלינו למצוא -כלומר.  הפיכהtAעלינו להראות כי המטריצה .  מטריצה הפיכהAתהי   

IACCA  - כך שCמטריצה  tt ) להיות Cניקח את . ⋅=⋅= )tAC 1−= .   

)1−A כי , קיימתAהפיכה      .(  

): כעת  ) ( ) ( ) IIAAAACA ttttt ==⋅=⋅=⋅ −− 11  
          ↓  
): תזכורת        )ttt ABAB =  

): וכמו כן  ) ( ) ( ) IIAAAAAC ttttt ==⋅=⋅=⋅ −− 11 .  

ולכן , tAל משמשת כמטריצה ההופכית של " הנC -לכן
tAהפיכה  .  

  

  

  

  
                
  8 שאלה

 -מטריצה אלכסונית היא מהצורה

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

nna

a
a

a

A

...000

0...00
0...00
0...00

33

22

11

לפי משפט מטריצה  . 

  .  אין לה אף שורת אפסים-כלומר .  nם דרגתה " הפיכה אמnמסדר 

 אפסים  שורת-לכן. פרט לאיבר על האלכסון, במקרה שלנו השורות מכילות אפסים בלבד

  . תתקבל במקרה שאחד מאיברי האלכסון יתאפס

: מסקנה

( ) ( )tt AA 11 −−
= . 
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niaiiם לכל"המטריצה תהיה הפיכה אמ: כ "סה ≤≤≠ 1,0 .   

: במקרה זה המטריצה ההופכית תהיה 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=

−

−

−

−

−

1

1
33

1
22

1
11

1

...000

0...00
0...00
0...00

nna

a
a

a

A , כיוון ש- 

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⋅

−

−

−

−

1

1
33

1
22

1
11

...000

0...00
0...00
0...00

nna

a
a

a

⎥
⎥
⎥
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

nna

a
a

a

...000

0...00
0...00
0...00

33

22

11

=⋅ −1AA , ות כי וניתן לרא

11: שאיברי האלכסון הם , מתקבלת מטריצה אלכסונית חדשה =⋅ −
iiii aa ,כלומר- 

IAA =⋅ −1 .  

]אם ,  על פי הגדרת כפל מטריצות-ויותר מפורט, הסבר נוסף ]ijnn cC  היא מטריצת ×=

=⋅−1המכפלה של  AAC , אזי לכלnji ≤≤ ∑:  מוגדר כך ijc האיבר 1,
=

=
n

h
hjihij bac

1

כאשר , 

( ) ( )ijij bAaA == ם " יהיה שונה מאפס אמijc - אלכסוניות מקבלים שA−1 - וA -מאחר ש,1−

0≠iha , 0וגם≠hjbם" וזה מתקיים אמhji ואז , ==
⎩
⎨
⎧

=
≠

=
jibaאם
jiאם

c
iiii

ij

0
 -ומאחר ש , 

1−= iiii ab , לכלni 11 -נקבל ש, 1≥≥ =⋅= −
iiiiii aac ,כלומר- IC = .  

94

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



  ,החוג למדעי המחשב
  אלגברה ליניארית

  ה"תשס' סמסטר א
  5תרגיל בית 

: ורדן' ג-פתור את מערכת המשוואות הבאה בעזרת שיטת גאוס .1
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=+−
−=+−

323
222
132

zyx
zyx
zyx

. 

:  כך שלמערכת המשוואות ∋Rcמצא את כל המספרים  .2
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=⋅++
=+⋅+

=−+

332
23

1

321

321

321

xcxx
xxcx

xxx
 :   

 קיים פתרון יחיד •

 סוף פתרונותקיימים אינ •

 אין פתרון •

  

zyxנתונה מערכת משוואות בנעלמים  .3 ,, : 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

nazyx
mzyx

zyx

54
543

132
   

  ? יש פתרון לא טריוויאלי למערכת ההומוגנית המתאימה aעבור איזה   )א

 ?  כך שיהיה פתרון למערכת הנתונה m,n מהם ערכי -' שמצאת בסעיף אaעבור   )ב

  

: תן פתרון כללי למערכת . 4 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+++

=+++

02
0423

0

wzx
wzyx

wzyx
 

  

  :בעזרת שיטת גאוס הבאה ) המרוכבות(פתור את מערכת המשוואות הליניאריות . 5

             
( ) ( )

( ) ( )⎩
⎨
⎧

+=−−++
+=++−

izizi
izizi
453224

62243

21

21   

  

  25.11.04 : תאריך הגשה אחרון

  !! ה -ח-ל-צ-ה-ב
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  5פתרון תרגיל בית 

:  נרשום את המערכת בצורה מטריציונית 1שאלה 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

3213
2212
1321

  :נדרג את המטריצה .

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −← 23
7

33 RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

6770
4430
1321

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←
−←

133

22

3
12

RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−

−−

3213
2212
1321

   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

10700
4430
1321

, להיות מצומצמת שורותועלינו להביאה , כעת המטריצה מדורגת . 

1,1 -נדאג לכך ש.  יחיד בעמודתו-וכן, 1 שכל איבר מוביל בה יהיה -כלומר 3322 == aa:  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

−

−

7
10
3
4

3
4

100
10

1321
⎯⎯⎯ →⎯ ←

←

23
1

2

37
1

3

RR
RR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−

−−

10700
4430
1321

כעת נדאג לאפס את האיברים  . 

3322  -שמעל האיברים המובילים , aa:    

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←
+←

33
1

11

33
4

22

RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

7
10
3
4

3
4

3
5

3
1

100
10
01

⎯⎯⎯⎯ →⎯ +← 211 2RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −−

−

−

7
10
3
4

3
4

100
10

1321
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
−
−
7
10

7
4

7
15

100
010
001

קבלנו את הצורה המצומצמת שורות של המטריצה המורחבת המייצגת . 

7:  פתרון למערכת הוא -לכן, את המערכת
10−=z ,7

4−=y ,7
15=x .או בצורה וקטורית- 

( )t7
10

7
4

7
15 ,,   .  הוא הפתרון היחיד של המערכת−−

: של העמודה הראשונה, נאפס את האיברים בשורה השנייה והשלישית  2שאלה 

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

−

1210
1410
1111

c
c⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←

−←

133

122

2RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

332
231
1111

c
c  

233לכאורה עלינו לבצע . 32a -איבר הכעת נרצה לאפס את ה 1
1 R

c
RR

−
 מאחר -אבל. ←−

01ואז הביטוי , 1 -ערכו יכול להיות שווה ל,  פרמטר  c -ש =− c . כדי להימנע מפעולה

  : ית נבצע החלפה של השורה השנייה והשליש0 -אסורה של חילוק ב
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+
−

1410
1210
1111

c
c⎯⎯⎯ →⎯ ↔ 32 RR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−

−

1210
1410
1111

c
c . כעת ביצוע של הפעולה :

( ) 233 1 RcRR 01שכן אם ,  מותר←−− =− c 33 למעשה ביצענו RR כלומר לא בצענו  , ←

 .דבר
( )( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−−
+
−

ccc
c

221400
1210
1111

 ( )⎯⎯⎯⎯⎯ →⎯ −−← 233 1 RcRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
+
−

1410
1210
1111

c
c  

):  ונקבל 33aנפשט את האיבר  )( ) ( )( )326214 2
33 ++−=+−−=+−−= cccccca  

:  המטריצה המורחבת לאחר דירוג תראה כך -כלומר
( )( ) ⎟

⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−+−+
+
−

ccc
c

22300
1210
1111

  

  : כעת נבחן מהו מספר הפתרונות למערכת 

)מתקבל כאשר  :פתרון יחיד  ) 3=ARank, כאשר Aהיא מטריצת המקדמים  .  

איבר האלכסון היחיד המכיל ביטוי .  אם כל איברי האלכסון יהיו שונים מאפס3הדרגה תהיה 

033 -ולכן  , 33aפרמטרי הוא  ≠a   ⇔≠ 0( )( )32 ++− cc   ⇔−≠ 3,2c .  

  

)מצב המתקבל כאשר : אינסוף פתרונות ) ( ) 3| <= bARankARank , כאשר כל -כלומר  

: האיברים בשורה האחרונה במטריצת המקדמים המורחבת מתאפסים 

( )( )⎩
⎨
⎧

=++−
=−

032
02

cc
c

 ⇐2=c וגם ( )3,2 −== cאוc   ⇐  2=c .   

  

): מצב המתקבל כאשר:  אין פתרון ) ( )bARankARank , A איברי המטריצה -כלומר , >|

אבל האיבר האחרון בוקטור המקדמים , מטריצת המקדמים מתאפסים  בשורה האחרונה

):   שונה מאפס –החופשיים  )( )⎩
⎨
⎧

=++−
≠−

032
02

cc
c

  ( )( ) ⇐
⎩
⎨
⎧

=++−
≠

032
2

cc
c

 ⇐       

 2≠c  וגם( )3,2 −== cאוc , 3  -כלומר−=c .  

  

: המערכת ההומוגנית המתאימה היא ) א 3שאלה 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

054
0543
032

azyx
zyx
zyx

 ,   
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 -כלומר
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0
0
0

54
543
321

z
y
x

a
 : נדרג את מטריצת המקדמים .   

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a54
543
321

  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

600
420

321

a
⎯⎯⎯⎯ →⎯

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
−− −← 22

3
33

1230
420

321
RRR

a
⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←

−←

133

122

4
3

RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a54
543
321

  

 -אם כן, המטריצה המדורגת היא
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−
−−

600
420

321

a
  ? מתי נקבל פתרון טריוויאלי למערכת  . 

06אם  ≠−a , שעל מנת שיתקיים מקבלים( ) 060 =−= zaבהכרחz . מהצבה בכל

==0 -מקבלים) 2, 1שורה (אחת מהמשוואות העליונות  yx ,נקבל את הפתרון -כלומר 

  . הטריוויאלי

 יכול להיות zכי כך , לא טריוויאלי למערכת ההומוגנית  אנו מקבלים פתרון a=6עבור : לכן 

 ייקבעו  y -ו xוהערכים של  , zים לבחור את ערכו של  אנו חופשי-כלומר. מספר כלשהו

  . כתוצאה מכך

 - במערכת המשוואות המקורית a=6נציב ) ב
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=++
=++
=++

nzyx
mzyx

zyx

654
543

132
נדרג את המטריצה . 

⎯⎯⎯⎯:   המורחבת  →⎯ −← 22
3

33 RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−−
−−−

4630
3420

1321

n
m⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←

−←

133

122

4
3

RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

n
m

654
543

1321
  

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

+
−−−
−
2
31000
3420

1321

mn
m .  02:  כעת כדי שיהיה פתרון צריך להתקיים

31 =+ − mn) אחרת- 

) -כלומר). אין פתרון ){ }2
13:, −= mnnmכל -כלומר.  הוא האוסף שעבורו יש פתרון למשוואה 

)זוג מהצורה  )nm,132 :  המקיים את המשוואה =− mn .  

  

: ל היא "מטריצת המקדמים של המערכת ההומוגנית הנ  4שאלה 
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1102
4231
1111

נדרג  .

   -אותה
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⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
3120
1111

⎯⎯⎯⎯ →⎯ +← 233 RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−− 3120
3120
1111

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −←
−←

133

122

2RRR
RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1102
4231
1111

  

 -מצמת שורה נעביר את המטריצה להיות מצו-כעת

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
10

1111

2
3

2
1⎯⎯⎯ →⎯ ⋅← 22

1
2 RR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
3120
1111

נאפס את האיבר מעל לאיבר המוביל בשורה  , 

 -השנייה
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛ −

0000
10
01

2
3

2
1

2
1

2
1

⎯⎯⎯ →⎯ −← 211 RRR

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

0000
10

1111

2
3

2
1 .   

  .  אין הכרח להעביר את המטריצה לצורה מצמצמת שורות-הערה

02קבלים מ
3

2 =++ wzy ,2 -כלומר
3

2
wzy 22 -וכן , =−−

wzx +−= .  

swtzאם נציב , לכן  == 22: מקבלים ) נובע כי יש לנו שתי דרגות חופש (,
stx +−= , 

2
3

2
sty ): הפתרון הכללי למערכת הוא. =−− )tstst st,,, 2

3
222 כי הפתרון ♥ ונשים . (−+−−

  .)שכן המערכת טריוויאלית, ואין זה מפתיע, הטריוויאלי ביניהם

⎟⎟:  נכתוב את המערכת בצורה מטריציונית 5שאלה 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+
++−

iii
iii

453224
62243

  : נדרג  . 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ ++−
***0
62243 iii

⎯⎯⎯⎯ →⎯ −
+−← 13

24
22 RRR i

i

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+
++−

iii
iii

453224
62243

  

 -כאשר
i
i

i
ii

i
ii

i
ii

+
+

⋅
−
+

−−−=
−
+

−−−=
−
+

−−−=∗
3
3

3
161232

3
161232

3
)24(32

2

  

         ↓  

iiiiiהכפלה בצמוד            946232
10

602032 −−=−−−−=
+

−−−=  

) -ו )
i
i

i
ii

i
iii

i
ii

+
+

⋅
−
−

++=
−
+−

−+=+⋅
−
+

−+=∗∗
3
3

3
28445

3
2844562

3
2445  

iiiii 498445
10

804045 −=−++=
−

++= .  

⎟⎟:  המטריצה המדורגת נראית כך -כלומר
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−−−
++−

ii
iii

49940
62243

  

) -על כן מקבלים ) izi 4994 2 )-כלומר, −+=− ) =
+
+−

=
+−
−

=
i
i

i
iz

94
49

94
49

2 

iiii
i
i

i
i

==
+

+++−
=

−
−

⋅
+
+−

97
97

8116
36168136

94
94

94
49

( ) =
+
+−

=
+−
−

=
i
i

i
iz

94
49

94
49

2  

) -וכן ) ( ) iiizi 62243 1 +=++−  
          ↵ iz =2  
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) -כלומר ) iizi 62243 1 ) -  או −+−=+ ) izi 243 1 ולכן , −=+

iiii
i
i

i
i

+=
+

=
−++

=
+
+

⋅
−
+ 1

10
1010

10
26412

3
3

3
24

i
iz

−
+

=
3

24
1 .   

iz -לסיכום =2 iz +=11  
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  ) 2.12.04  - להגשה עד ( דטרמיננטים-6תרגיל בית 

) אחשב  .1

1111
1111
1111

1111

−
−−
−−−

−

)ב  
βααβ
αββα

sinsincoscos
coscossinsin

−−
++

 

 -כך ששל מספרים ממשיים  n מסדר Aנניח כי קיימת מטריצה .  שלם חיובי nיהי  .2

[ ]02 =+ IA ,) כאשרIו,  מטריצת היחידה- [  nהוכח כי . )  היא מטריצת האפס0[

  . זוגי

 - מתחלקים כולם ב61902, 6327, 86469, 31882, 23028: ידוע כי המספרים  .3

כי הדטרמיננט ) ללא חישוב ישיר של ערכו(בעזרת תכונות הדטרמיננט הראה . 19

  -הבא

20916
72360
96468
28813
82032

  . 19 -מתחלק אף הוא ב

: חשב את הדטרמיננט הבא  .4

01321
0321

1021
1301
1320

−

−
−
−

n
n

nn
nn
nn

 .  

3,2 -כך ש , n מטריצות מסדר A ,Bתהיינה  .5 == BA . חשב את הדטרמיננטים

): הבאים  )32det BA ,( )21det BA− ,( )12 )()(det −tt BA  . 

0: ידוע כי  .6

111

1211
1111
1111

=

−

−
−

xn

x
x

  .x מצא את 

) המטריצה האם. זוגי אנטי סימטרית מסדר אימטריצה  Aתהי  .7 ) 97 AAt  ? הפיכה⋅

 

 

            ! בהצלחה    
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  6פתרונות לתרגיל בית 

לחישוב )  א.1

1111
1111
1111

1111

−
−−
−−−

−

:  נבצע ראשית את הפעולה הבאה -ביתר קלות 

311 RRR : ונקבל , ←+

1111
1111
1111

0002

−
−−
−−−

, נפתח את הדטרמיננט לפי השורה הראשונה. 

: ובעקבות כל האפסים מקבלים רק 
111
111
111

2

1111
1111
1111

0002

−
−−
−−−

=

−
−−
−−−

פעולה נבצע את ה. 

 :311 RRR :  ונקבל ←+
111
111
200

2
111
111
111

2
−
−−
−

=
−
−−
−−−

=      

) -נפתח לפי השורה הראשונה ונקבל  ) ( ) 8114
11
11

22
111
111
200

2 −=+⋅−=
−

−⋅=
−
−−
−

=  

)ב
βααβ
αββα

sinsincoscos
coscossinsin

−−
++

( )( ) ( )( )αβαββαβα coscoscoscossinsinsinsin +−−−+=  

( ) αββααββα 22222222 coscossinsincoscossinsin +−−=−−−  

( ) 011cossincossin 2222 =−=+−+= βααα  
      ��
��	�

1

       ��
��	�
1

   

  

IAנובע כי . 2 IAלכן . 2=− BABA: י החוק "עפ.  2=− 22 מקבלים ⋅=⋅ AA = .

נשים לב כי 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−
−

−

=−

1000

0100
0010
0001

…
#%#

…
…
…

I , ועל כן( )nI ן שהדטרמיננט מכיוו. (−=−1

  .) כאלהnויש  , 1- -אשר כל אחד מהם שווה ל, י הכפלת איברי האלכסון"מתקבל ע
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) -עד כה מקבלים  )nA 12 במטריצה היו מספרים ( מספר ממשי אי שלילי A -מאחר ש. =−

)נובע כי בהכרח , )ממשיים בלבד )n1−שכן אין פתרון למשוואה , ות אי שלילי חייב להי     :

) - בהכרח-כלומר.    מעל הממשיים2x=שלילי  ) 11 =− n ,ם "וזה מתקיים אמnזוגי  .  

  

נחשב את  .3

20916
72360
96468
28813
82032

 - בהסתמך על כך ש

8121001003100021000023028 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= ,

2181081001100031000031882 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= ,  

9161041006100081000086469 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅=,  

712103100610000100006327 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= ,  

2101091001100061000061902 ⋅+⋅+⋅+⋅+⋅= .  

:  נבצע את הפעולה האלמנטרית הבאה -לפיכך

123455 10000100010010 CCCCCC ++++←  

 :כך אנו מקבלים 

619020916
63272360
864696468
318828813
230282032

, 23028 כל אחד מהמספרים -על פי הנתון. 

לכן ניתן . 19 - מתחלק ב– החמישית העמודהנמצאים ב , 61902, 6327, 86469, 31882

 :לכתוב 

19:619020916
19:63272360
19:864696468
19:318828813
19:230282032

19  -ובכלל, ה החמישיתעמודכאשר כל המספרים ב  , ⋅

 -כלומר,  שלםkכאשר , k⋅19:  הדטרמיננט הינו מהצורה -לכן. הם שלמים, במטריצה

   .19 -הדטרמיננט מתחלק ב
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4 .

01321
0321

1021
1301
1320

−

−
−
−

n
n

nn
nn
nn

"
"

##%###
"
"
"

: ר את השורה הראשונה לכל שורה אחרת נחב.  

( )
( )
( )

( )
( ) nn

nn

nn
nn
nn
nn

128641
2128641

2124641
2128341
2128621

14320

−
−

−
−
−
−

"
"

##%#
"
"
"
"

  : נחסיר את השורה האחרונה מכל אחת מהשורות  , 

( ) nn
nn

n
n
n

n

128641
)1(0000

04000
00300
00020

0)1(4321

−
−−

−
−

−
−−−−−−

"
"

##%#
"
"
"
"

   -נחבר לשורה האחרונה את השורה הראשונה. 

( ) nn
nn

n
n
n

n

14320
)1(0000

04000
00300
00020

0)1(4321

−
−−

−
−

−
−−−−−−

"
"

##%#
"
"
"
"

3,2,...,1נחבר כל אחת מהשורות .  −n אל השורה 

 -ל האחרונה ונקב

nnn
nn

n
n
n

n

)2(00000
)1(0000

04000
00300
00020

0)1(4321

−+
−−

−
−

−
−−−−−−

"
"

##%#
"
"
"
"

 התקבל nnaהאיבר  (

.)  שהיה שם מלכתחילהn - לn פעמים n−2מהוספת 
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nn
nn

n
n
n

n

−
−−

−
−

−
−−−−−−

=

200000
)1(0000

04000
00300
00020

0)1(4321

"
"

##%#
"
"
"
"

ועל כן הדטרמיננט ,  המטריצה אלכסונית

): אלכסון הראשי יתקבל מהכפלת האיברים על ה ) ( ) ( )nnnn −⋅−⋅⋅⋅⋅−= − 21 1...3211   

) -כלומר ) ( ) ( ) ( ) ( )1!111...3211 11 −⋅⋅−=−⋅⋅−⋅⋅⋅⋅−= −− nnnnn nn  

): כ "סה ) ( )1!1 1 −⋅⋅− − nnn .   

  

5. ( ) 108274det 323232 =⋅==⋅= BABABA  

( ) 5.49det 2
1212121 =⋅=⋅=⋅= −−− BABABA .  

( ) 3
4121212 )()(det =⋅=⋅= −−− BABABA tttt  

  

: נפתח את הדטרמיננט . 6

xn

x
x

−

−
−

"
#%#

"
"
"

111

1211
1111
1111

מכל נחסיר את השורה הראשונה  : 

 -שאר השורות ונקבל 

xn

x
x

−−

−
−

1000

0100
000
1111

"
#%#

"
"
"

ולכן , זוהי מטריצה אלכסונית. 

): הדטרמיננט הוא מכפלת האיברים על האלכסון  )( )( ) ( )xnxxx −−⋅⋅−−−⋅ לפי . 211...1

) -ולכן , 0 -הנתון הדטרמיננט היה שווה ל )( )( ) ( ) 01...211 =−−⋅⋅−−−⋅ xnxxx .מכאן ש- 

x 2,1,0,...,1:  יכול לקבל כל אחד מהערכים הבאים −n .  
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AAt -ולכן , כי מדובר במטריצה אנטי סימטרית♥ נשים . 7 AAt -מכאן ש. =− −= .

,  בסקלר זהA השורות של  n -י הכפלת כל אחת מ" מתבצעת ע1-הכפלת מטריצה בסקלר 

): ולכן תשפיע על הדטרמיננט  באופן הבא  ) AAA nt 1−=−= .  

AAtמקבלים  –ולכן ,  אי זוגי n במקרה שלנו  -כעת . =−

( )( ) ( ) 169779797 1det AAAAAAA tt AAt - מאחר ש-צד שנימ. =⋅=−⋅⋅=−  אנו =

) -מקבלים  )( ) 16979797det AAAAAAA tt =⋅=⋅= .  

) -כלומר )( ) 161697det AAAAt 016 -ומכאן ש , =−= =A ,  )0 -טובפר=A (.  לכן– 

)המטריצה  ) 97 AAt   .  אינה הפיכה⋅
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  9תרגיל בית 

)  יהי  .1 )22×ℜ=V ,  ויהי
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ba

ba
W ,,

00
הראה כי תתי המרחבים הבאים . 

  : V - בWמהווים משלים של 

) א
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

dc
cc

U ,,'   

) ב
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

dc
d

U ,,
0

''  

  

]יהי  .2 ]xℜ=V , ו- ( ) ( ) ( ) [ ]{ }xxqxqxxW ℜ∈⋅++= , 8 בית הראנו בתרגיל (13,

 . V - בW -מצא משלים ל). Vשאוסף מסוג זה מהווה תת מרחב של , 5שאלה 

): האם הוקטורים  .3 ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
7
)1(ln 4

32

1 x
xxf ,( ) ( )1ln 2

2 += xxf ,( ) ( )7ln 4
3 += xxf 

}:|{תלויים ליניארית במרחב הוקטורים  fרציפהRRfV →=?  

}האם הקבוצה  .4 }32322 ,,1,2 xxxxxx ] -ווה בסיס ל מה+++− ]x3ℜ?  

השונים זה , V שני תתי מרחבים של WW,21 -ו , n ממימד Fו מעל שדה " מVיהי  .5

21מהו המימד של . n-1כל אחד ממימד , מזה WW ∩? 

 אם איבריה קבועים לכל אורך כל אלכסון המקביל מטריצת טפליץמטריצה נקראת  .6

 -לדוגמא . לאלכסון הראשי
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

ade
bad
cba

הראה כי . 3 היא מטריצת טפליץ מסדר 

 . ומצא את מימדו, nn×ℜ מהווה תת מרחב של nקבוצת מטריצות הטפליץ מסדר 

) -מהו יחס ההכלה בין המרחבים  .7 ) ( ){ }1,1,2,2,3,1 −−−= SpanW , ו- 

( ) ( ){ }3,7,0,5,0,7−= SpanU)  3כתתי מרחבים שלℜ .( 

)הראה כי תת הקבוצה  .8 ) ( )( ) ( ) ( )( ){ }tittit sincos,1,1,sincos תלויה 2C של +−

 . ℜ∈tליניארית לכל 

  

  2.1.05: להגשה עד 

  !!בהצלחה
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  9פתרונות תרגיל בית 
  1שאלה 

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= ba

ba
W ,,

00
 .  

נראה כי ) א
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

dc
cc

U   : V  - בWמשלים של  מהווה ',,

WUV += )נניח כי :   ' )22×ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

wz
yx

v .  נסתכל על המטריצות⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

wz
zz

u' , ו- 

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −−
=

00
zyzx

w . נובע כיWwUu ∈∈ wuvוכן , '', += ' .  

{ }vWU 0' WUAתהי :  ∩=
dc
ba

∩∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
UA'אזי .  '

dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

  וגם ⎛

WA
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

UA' -מ. ⎛
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

cba אנו מקבלים כי בהכרח ⎛  -ומכך ש, ==

WA
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

==0 - אנו קבלים ש⎛ dc .ל אנו מקבלים "לכן מחיתוך שני התנאים הנ- 

0==== dcba ,ומכאן ש- ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

dc
ba

 .  

WUV ) ב += ''  :
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= dc

dc
d

U ,,
0

)נניח כי . '' )22×ℜ∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

wz
yx

v .  נסתכל על

⎟⎟המטריצות 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

wz
w

u
0

⎟⎟ -ו , ''
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
=

00
wyx

w . נובע כיWwUu ∈∈ wuvוכן , '''', += '' .  

{ }vWU 0'' WUAתהי :  ∩=
dc
ba

∩∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
UA''אזי .  ''

dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

  וגם ⎛

WA
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

UA'' -מ. ⎛
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

dba אנו מקבלים כי בהכרח ⎛ =∧=  -ומכך ש, 0

WA
dc
ba

∈=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

==0 - אנו קבלים ש⎛ dc .ל אנו מקבלים "לכן מחיתוך שני התנאים הנ- 

0==== dcba ,ומכאן ש- ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
00

dc
ba

 .  

  

  

108

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



    

  2שאלה 

]המרחב  ]xU 2ℜ=וכמו כן , ו" מVU  משלים של Uנראה כי .  V תת מרחב של Uלכן . ⊇

Wב - V , כלומר נראה כיWUV ⊕=  

WUV )לכל :  =+ ) Vxp )ים  ניתן למצוא פולינומים יחיד∋ ) ( )xrxq  - כך ש,

( ) ( ) ( ) ( )xrxqxxxp +++= )כאשר מעלת , 13 )xr קטנה ממעלת ( )13 ++ xx , כידוע

     -נשים לב ש. מחלוקת פולינומים
( ) ( ) ( ) ( )

UW

xrxqxxxp

∈∈

+++= 13

  

  .Wכיוון שהוא מהצורה של איברי  , W -הפולינום הראשון בסכום שייך ל

)כיוון שמעלת , 2 - שכן הוא ממעלה קטנה או שווה לU -פולינום השני שייך לה )xr קטנה 

)ממעלת  )13 ++ xx.  

   . U - ואיבר מW - ניתן לייצג כסכום של איבר מV - כל איבר ב- על כן

{ }vWU )אם   :     ∩=0 ) WUxp ) -מאחר ש, חד מצד א ∋∩ ) Uxp הוא ממעלה , ∋

  . 2 -קטנה שווה מ

) שניאז מצד  ) ( ) ( )xqxxxp 13 )שכן , =++ ) Wxp אלא אם ,  לפחות3לפיכך הוא ממעלה . ∋

)כן  )xq=0.   

) -האפשרות היחידה ששני התנאים יתקיימו היא ש )xq=0 ,  ואז- ( ) 0=xp .  

WUV   -כ "סה   . V - בW משלים של U –ולכן  , =⊕

  

  3שאלה 

)-נתון  ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

=
7
)1(ln 4

32

1 x
xxf ,( ) ( )1ln 2

2 += xxf ,( ) ( )7ln 4
3 += xxf .  321הוקטורים ,, fff 

}:|{ו "במ, תלויים ליניארית fרציפהRRfV  ניתן לקחת את הסקלרים  –שכן  , =→

1,6,1 321 =−== ααα ,ולקבל ש-   

( ) 07ln 4 =+x( )++1ln 2x6
7
)1(ln 4

32

−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

x
x

=++ 332211 fff ααα  

321  אנו מחפשים -הסבר  ,, ααα ,0332211 -כך ש =++ fff ααα .  

( )7ln 4
3 +xα( )++1ln 2x24

32

7
)1(ln α+⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+
+

x
x

13322110 αααα =++= fff .  

( ) ( ) ( ) ( )7ln1ln7ln1ln 4
3

2
2

4
1

32
1

2
1

+++++−+= xxxx αααα0  
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( ) ( ) ( ) ( )7ln1ln7ln1ln3 4
3

2
22

14
1

2
1 +++++−+= xxxx αααα0  

( ) ( ) ( ) ( )7ln1ln7ln1ln3 4
3

2
22

14
1

2
1 +−+−=+−+⇔ xxxx αααα  

 -לכן ניתן לקחת 
⎩
⎨
⎧

−=−
−=

31

22
1

13
αα
αα

26  -כלומר , 
1

31 ααα  -כך ניתן לקחת למשל . ==−

1,6,1 321 =−== ααα .הפתרון הטריוויאלי הוא לא הפתרון היחיד למערכת -כלומר 

המשוואות  
⎩
⎨
⎧

−=−
−=

31

22
1

13
αα
αα

  . ומכאן שהוקטורים תלויים ליניארית , 

  

   4שאלה 

]מימד , כידוע  ]x3ℜ האיברים 4כפי שיעיד הבסיס הסטנדרטי בן , 4 הוא - { }32 ,,,1 xxx .  

, 4 במרחב וקטורים ממימד -שכן, ל"די לנו לבדוק כי היא קבוצה בת,  לגבי האוסף הנתון-לכן

  .  איברים היא גם קבוצה פורשת4ל בת "כל קבוצה בת

}נראה כי הקבוצה  }32322 ,,1,2 xxxxxx  : ל"בת +++−

)אם נפתור  ) ( ) ( ) ( ) 012 32322 =−++++++ xxdxxcxbxa 0 נקבל==== dcba .  

): הווקטור( נוכל לבנות מטריצה שבה כל שורה מייצגת את מקדמי הפולינום -'דרך ב

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−1100
1100
0101
0012

 - לאחר דירוג נקבל את המטריצה 

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

− 2000
1100
0101
0012

, 4אשר דרגתה , 

  . ל"ומכאן שהווקטורים בת

  

   5שאלה 

)(*) ידוע כי  ) ( ) ( ) ( )212121 dimdimdimdim WWWWWW ∩−+=+ .  

 נובע כי V -ו, השונים זה מזה, V שני תתי מרחבים של WW,21 -מאחר ש

( ) ( ) )2,1(1dimdim 21 =−=>+ inWWW i . מאחר ש–מצד שני - VWW גם , ,21⊇

VWW ⊆+ )ולכן  , 21 ) ( ) nVWW =≤+ dimdim ) -כ "בסה. 21 ) nWW =+ 21dim.  

) -את כל הידוע עד כה (*)  נציב בנוסחה -כעת )21dim)1()1( WWnnn  - כלומר=−+−−∩

( )21dim2 WWn ∩=− .   
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   6שאלה 

תהיינה   : סגירות לחיבורנראה 

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

−

−

1121

2

12

1211

121

abbb
a

bb
aaab
aaaa

A

n

n

nn

 - ו

⎟
⎟
⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

=

−

−

−

1121

2

12

1211

121

xyyy
x

yy
xxxy
xxxx

B

n

n

nn

  .  n מטריצות טפליץ מסדר 

ו א( ים b -ואילו האינדקס של ה , nמגיע עד )  יםx -או ה(,  יםa - כי  האינדקס של ה♥נשים 

ומספר האלכסונים ,  יםaוזאת משום שעל האלכסון הראשי יש לנו , n-1מגיע עד )   יםy -ה

  . הראשי  מתחת לאלכסון n-1 -ו, הראשי   מעל האלכסוןn-1המקבילים לאלכסון הראשי הוא 
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וזו מטריצת  , 

  . טפליץ

  

   -סגירות לכפל בסקלרנראה 
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אזי , ℜ∈α -ו,  מטריצת טפליץ
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α , וזו מטריצת טפליץ.  
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 מעל nכ אוסף מטריצות הטפליץ מהווה תת מרחב של אוסף המטריצות מסדר " סה–על כן 

  . הממשיים

} כל בחירה של -בנוגע למספר האיברים בבסיס }ℜ∈−12121 ,...,,,,...,, nn bbbaaaו  תגדיר לנ

   - האוסף של המטריצות הבאות :דוגמא לבסיס . מטריצת טפליץ
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⎟
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⎜
⎜
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⎝

⎛

00
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1

1

b

b
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  . )1ת  ים להיוb - ים והa -ניתן לבחור את כל ה(

גם אם זה לא נראה כך , )מאותו סדר ( כל המטריצות הן באותו גודל-הערה טכנית(

  .)בשרטוט

  

  7שאלה 

)נסמן  ) ( ){ }1,1,2,2,3,1 −−−=1S ,( ) ( ){ }3,7,0,5,0,72 −=S  

,21 -מהקבוצות הללו בדיקה קצרה מעלה שכל אחת , ראשית כל SSל" היא בת.   

 - וWכי , אין צורך לבדוק קבוצה פורשת(. U - מהווה בסיס ל2S -ו, W - מהווה בסיס ל1Sלכן 

U1י " הוגדרו כקבוצות הנפרשות עS ,2 -וSבהתאמה (.  

  .W - בסיס ל2Sואז ינבע כי , 2Sשל איברי ל " ניתן להציג כצW -בנראה כי כל וקטור 

  .U - בסיס ל1Sואז ינבע כי , 1Sל של איברי" ניתן להציג כצW -כמו כן נראה כי כל וקטור ב

  . W=U מקבלים –כ "בסה

 - בסיס ל2Sואז ינבע כי , 2Sל של איברי " ניתן להציג כצW -נראה כי כל וקטור ב : 'שלב א 

W . נראה זאת רק על איברי הבסיס שלW -1S , ל "שכן אם איברי הבסיס ניתנים להצגה כצ

 ניתן W -נקבל שכל איבר ב, 1Sל של איברי "כצ ניתן להצגה W -וכל וקטור ב, 2Sשל איברי 

  . 2Sל של איברי "להצגה כצ

( ) ( ) ( )3,7,05,0,72,3,1 ba +−=−     ⇐    7
3

7
1 , == ba .  

( ) ( ) ( )3,7,05,0,71,1,2 ba +−=−−     ⇐    7
1

7
2 , −== ba .  
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. U - בסיס ל1Sואז ינבע כי , 1Sל של איברי" ניתן להציג כצU -נראה כי כל וקטור ב : 'בשלב 

ל של "שכן אם איברי הבסיס ניתנים להצגה כצ , U -2Sנראה זאת רק על איברי הבסיס של 

 ניתן W -נקבל שכל איבר ב, 2Sל של איברי" ניתן להצגה כצW -וכל וקטור ב, 1Sאיברי 

  . 1Sל של איברי "להצגה כצ

( ) ( ) ( )1,1,22,3,15,0,7 −−+−=− ba     ⇐    3,1 == ba .  

( ) ( ) ( )1,1,22,3,13,7,0 −−+−= ba     ⇐    1,2 −== ba .  

  

  

  8שאלה 

)נסמן  ) ( )( ) ( ) ( )( )titvtitu sincos,1,1,sincos  . u ככפולה של vננסה להביע את . =+=−

auv -כך ש,  a נחפש סקלר -כלומר ==−aואז אם ניקח , = βα  מקבלים  1,

0=−=−=+ auauauvuv βα ,נותר להראות ש–((*) . ת הליניאריתומכאן התלו - βα , 

  ).ונראה זאת בסוף, אינם מתאפסים בו זמנית

( ) ( )( )ataita ,sincos +=( ) ( )( )1,sincos titaau  -אנו רוצים שהביטוי האחרון ישווה ל. =+

( ) ( )( )titv sincos,1 −= .  

 - אנו נעזרים בעובדה ש-1רדינטה הראשונה תהיה הרמז  שלנו הוא שכדי שהקואו

=1( ) ( )( )tt 22 sincos +=( ) ( ) ( )( )tit 222 sincos −=( ) ( )( )tit sincos +( ) ( ) ⋅− )sin(cos tit  

  . ℜ∈tוזאת לכל 

)נשים לב כי אם ניקח  ) ( )tita sincos  - נקבל את הנדרש שכן =−

( ) ( )( ) vtit =− sincos,1=( ) ( )( )1,sincos tit +( ) ( ))sin(cos tit −( ) ( )( )1,sincos titaau +=  

)חשוב עוד לציין כי  ) ( ) 0sincos ≠−= tita  לכלℜ∈t , שכן לא יתכן ( ) ( ) 0sincos == tt .  

)המקרה היחיד שבו מתקיים השוויון  ) ( )tt sincos kt  הוא כאשר= ππ 2
4
+= ,)kלגביו ו)  שלם

( ) ( ) 0
2
2sincos ≠== tt .  
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  10תרגיל בית 

: מצא בסיס ומימד למרחב הפתרונות של המערכת  .1
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=+++

=+++

02
0423

0

wzx
wzyx

wzyx
 

 :ו הבאים "מצא בסיס ומימד עבור המ .2

• 
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0

14
41

,,,,
dc
ba

Rdcba
dc
ba

V 

 

:][תהי    .3 2
22 xRRf  : ארית ונתוןי העתקה לינ×→

 

222 2
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+=⎟⎟
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⎛
⎟⎟
⎠

⎞
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⎝

⎛        

⎟⎟חשב  . א    
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

f      

)(22חשב  .    ב ×∈∀ Rvvf.  
)ker(),Im(  -מצא בסיס ומימד ל.    ג ff.  

 

:2222תהי  .4 ×× ℜ→ℜT העתקה ליניארית המקיימת ( ) ( ) ( )BTATABT לכל , =⋅

22, ×ℜ∈BA  . הראה כיIT ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
00

 .  

:22 נגדיר dעבור כל מספר ממשי  .5 ℜ→ℜT באופן הבא   :

( ) ( )adbabaT ,1, 2  תהיה T שעבורו ההעתקה dהאם קיים ערך של . =+++

 ? העתקה ליניארית 

naaaיהיו  .6 ,...,, נסתכל   .ושונים זה מזה, )קבועים(שונים מאפס  מספרים ממשיים 21

]: ההעתקה על  ] n
n xT ℜ→ℜ : בא  המוגדרת באופן ה:1−

( )( ) ( ) ( ) ( )( )napapapxpT ,...,, ) לכל =21 ) [ ]xxp n 1−ℜ∈ . 

 ? מהווה העתקה ליניארית ל "ההעתקה הנהאם  •

 ? איזומורפיזם ל מהווה " ההעתקה הנהאם •

  

  05.110.: להגשה עד 

 !בהצלחה
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  10פתרונות לתרגיל בית 
  1שאלה 

  . )5 במסגרת תרגיל בית ו זמערכתפתרנו (

: ל היא "מטריצת המקדמים של המערכת ההומוגנית הנ
⎟
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   -נדרג אותה .
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 -ות מצומצמת שורצורה נעביר את המטריצה ל-כעת
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נאפס את האיבר מעל לאיבר המוביל בשורה  , 

 -השנייה
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  . ח להעביר את המטריצה לצורה מצמצמת שורות אין הכר-הערה

02מקבלים 
3

2 =++ wzy ,2 -כלומר
3

2
wzy 22 -וכן , =−−

wzx +−= .  

swtzאם נציב , לכן  == 22: מקבלים ) נובע כי יש לנו שתי דרגות חופש (,
stx +−= , 

2
3

2
sty ): הפתרון הכללי למערכת הוא. =−− )tstst st,,, 2

3
222 כי הפתרון ♥ ונשים . (−+−−

  .)שכן המערכת טריוויאלית, ואין זה מפתיע, הטריוויאלי ביניהם

)לכן מרחב הפתרונות הוא  ) },,,,,{ 2
3

222 ℜ∈−−+− stst Tstst.  

  ). nℜהוכחנו בעבר כי מרחב פתרונות של מערכת הומוגנית מהווה תמיד תת מרחב של ( 

  . 2, מימד המרחב הוא כמספר דרגות החופש, כעת

ל של שני " אינם תלויים זה בזה נוכל לייצג  כל ווקטור  במרחב הפתרונות כצt -ו, s -מאחר ש

" מוודא"והשני ,  יהיה כנדרשs -שהקשר בין הביטויים התלויים ב" מוודא"האחד , וקטורים

  .  יהיה כנדרשt -ויים בשהקשר בין הביטויים התל

) -בסיס למרחב הפתרונות  ) ( ){ }2,0,3,1,0,2,1,1 1,1י הצבה "בסיס זה התקבל ע. −− 22 ==− st .  
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  2שאלה 
  .אבקש את סליחתכם, זוהי טעות, מרחב ווקטוריםמהווה  אינו הסעיף הראשון כלל

: נמצא בסיס ומימד עבור המרחב
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
∈⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 0

14
41

,,,,
dc
ba

Rdcba
dc
ba

V  

  :   באופן ברור יותר Vאת איברי ,  ראשיתנתאר
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==0מקבלים משתי המשוואות הראשונות     ba ,  ומשתי המשוואות

==0: האחרונות  dc .  

} -לכן  }vV } -גדרה לפי ה.  זהו מרחב האפס-כלומר, =0 } { }vSpan 0=φ , אין בסיס  –ומכאן

  . 0מימדו הוא שכן , למרחב זה

  
  

  3שאלה 

{: נבחין בכך שהאוסף 
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 4ומאחר שהוא מכיל , ל" בת⎛

  . ℜ×22 -הוא מהווה בסיס ל, איברים

 :על פי הנתון התנהגות ההעתקה על איברי הבסיס היא 
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ומאחר שההעתקה היא , ל של איברי הבסיס"מאחר שכל איבר במרחב ניתן לייצג כצ, כידוע

כדי לדעת את , מספיק לדעת את התנהגות ההעתקה על איברי הבסיס, העתקה ליניארית

  . דרך פעולתה על כל איבר ואיבר

  .'ובעזרתו על סעיף א', נענה על סעיף ב

⎟⎟∋ℜ×22אם 
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⎛
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  :  נבצע השוואת מקדמים
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⎟⎟                                   =-לכן 
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( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
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−+⎟⎟
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⎛
−++−
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222
21
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2 badcbadcbadcba

  

⎟⎟=:            העתקה ליניארית נקבל f -מכיוון ש
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

f  

( ) ( ) ( ) ( ) )
01
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11
00

222
21
11
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2( ⎟⎟
⎠
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⎜⎜
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⎛
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⎠

⎞
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⎝

⎛
−++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+⎟⎟

⎠

⎞
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⎝

⎛
−++− badcbadcbadcbaf

( ) ( ) ( ) ( ) )
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⎠

⎞
⎜⎜
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⎠
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⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−= bafdcbafdcbafdcbaf

( ) ( ) ( ) ( ) ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
+−−+⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−++−=
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11
00

222
21
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2 fbafdcbafdcbafdcba

( )( ) ( )( ) ( )( ) ( )( )222 22222112 xbadcbaxxdcbaxdcba −+−++−++++−−++−++−=
  

( ) ( ) ( )dcbaxdcbaxba 24542 2 −++−++−−+−=  

⎟⎟∋ℜ×22לכל , לכן 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

  

( ) ( ) ( )dcbaxdcbaxba 24542 2 −++−++−−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
dc
ba

f ,   וזוהי נוסחת

  . ההעתקה

⎟⎟על מנת לחשב את , כעת
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

f 0,1 נציב ==== dcbaונקבל כי ,  בנוסחה שקבלנו  

( ) ( ) ( ) 42412 22 −+=−++= xxxx⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
00
01

f  

  

  : נמצא בסיס לגרעין ההעתקה

  . נום האפסגרעין ההעתקה הוא אוסף המטריצות שההעתקה מתאימה להם את פולי

( ) ( ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

=−++−++−−+−⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= 024542:ker 2 dcbaxdcbaxba

dc
ba

f  
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   -כלומר
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−++−
=+−−

=−

02454
0

02

dcba
dcba

ba
.  

.  נעלמים4 -ו,  משוואות3אנו מבחינים בכך שיש שם , כבר לפני שניגש לפתור את המערכת

  .  לפחות דרגת חופש אחת-לכן

: מקבלים מהמערכת את האילוצים הבאים 
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

−=
−=

=

ad
ac

ab
2

2
נקבע . חת יש דרגת חופש א-לכן ,  

ta ⎟⎟ונקבל כי  , =
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠
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⎜⎜
⎝
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 -מכאן ש . 
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⎝

⎛
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= t
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Spanf ,
2

2
)ker( ,

: ובסיס עבור הגרעין יוכל להיות 
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−− 12
21

  . 1מימד הגרעין הוא . 

  :  ההעתקהתמונתנמצא בסיס ל

{ -מאחר ש
01
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,
11
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,
21
11

,
00
11

{ ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
⎟⎟
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⎞
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⎟⎟
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⎝

אזי , ℜ×22 - בסיס ל⎛
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⎞
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⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
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⎛
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⎛
ffff פורש את  ( )fIm .  
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{ xxxxffff +++=⎟⎟
⎠
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  : ל "כך שיהיה בת, ל"ננפה את האוסף הנ

⎟⎟
⎟
⎟
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⎝

⎛
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}   : לכן  }2,,1 2 xx+3ומימד התמונה הוא ,  מהווה בסיס לתמונת ההעתקה.  

  

): בחין בנכונות המשפט ניתן לה:הערה  ) ( )( ) ( )( )ffV Imdimkerdimdim : שכן , =+

4=1+3 .  
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  4שאלה 

IT(*) נניח בשלילה כי  =⎟⎟
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⎟⎟אם נציב , על פי הנתון. 
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 -ונקבל כי הביטוי באגף ימין שווה ל, ימיןבאגף (*) נציב את 

III =⋅=⎟⎟
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⎟⎟: נחשב את אגף שמאל  
⎠
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                              ( ) wvT 00 ⎟⎟:  תמיד       כי =
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⎛
=⎟⎟
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⎞
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⎝

⎛
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⎟⎟מהשוואת אגף שמאל וימין נקבל כי 
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
00

I , סתירה וזו!.   

ITלכן  ≠⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
01
00

 .  

  
  
  

  5שאלה 
)יהיו  ) ( ) 2

2211 ,,, ℜ∈baba . אםT העתקה ליניארית צריך להתקיים - 

( ) ( ) ( )21212211 ,,, bbaaTbaTbaT ++=+ .  

  –נפתח את אגף שמאל 
( )2

2
22 ,1 adba +++( )1

2
11 ,1 adba +++( ) ( ) =+ 2211 ,, baTbaT  

( )21
2

2121 ,22 aadbbaa ++++++  

  –נפתח את אגף ימין 
( )21

2
2121 ,1 aadbbaa ++++++( ) =++ 2121 , bbaaT  

  
   -כדי שיתקיים שוויון בין האגפים צריך שיתקיים 

  

( )21
2

2121 ,1 aadbbaa ++++++=( )21
2

2121 ,22 aadbbaa ++++++  

122 -כלומר 22 +=+ dd , 12   -ובמילים אחרות −=d .  
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12 שעבורו dאין מספר ממשי ,  כידוע–אבל  −=d . לכן עבור כלd ממשי ההעתקה T 

  . אינה העתקה ליניארית

  

  

  6שאלה  
שכן לכל ,  טבעיnיניארית עבור כל קה המוגדרת מהווה העתקה לההעת 

( ) ( ) [ ]xxqxp n 1, −ℜ∈ מתקיים –   

( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )naqpaqpaqpxqxpT )(,...,)(,)( 21 +++=+  

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )( )nn aqapaqapaqap +++= ,...,, לפי הגדרת פעולת החיבור במרחב    (2211

[ ]xn 1−ℜ.(  

( ) ( ) ( )( ) ( ) ( ) ( )( )nn aqaqaqapapap ,...,,,...,, 2121 לפי הגדרת פעולת החיבור במרחב  (=+

nℜ . (  

( )( ) ( )( )xQTxpT +=  

  

) מתקיים ℜ∈α לכל סקלר –כמו כן  )( ) ( ) ( ) ( )( )napapapxpT αααα ,...,, 21=  

( ) ( ) ( )( ) ( )( )xpTapapap n ⋅== αα ,...,, 21   

  

  .כעת נברר מתי העתקה זו תהיה איזומורפיזם

]: על פי משפט  ] n
n xT ℜ→ℜ   ⇔ איזומורפיזם :1−

1. [ ]( ) ( )n
n x ℜ=ℜ − dimdim 1. 

2. ( ) { }vT 0ker = 

  .) נובע מהמקדם החופשי1ההפרש של  (. טבעיnהתנאי הראשון יתקיים לכל 

) -התנאי השני נבדוק את קיום  ) { }vT 0ker =  .  

  . שורשים ממשיים nיש לכל היותר ,  במקדמים ממשייםnלכל פולינום ממעלה , כידוע

)אם  )xp  בעל פולינום nשורשים ממשיים nxxx ,...,,  אז ניתן יהיה לכתוב את הפולינום  , 21

): כך  )( ) ( )nxxxxxxxp −⋅⋅−−= ...)( )  -ומתקיים , 21 ) ( ) ( ) 0...21 ==== nxpxpxp.  

  

)נרצה למצוא את )Tker . מתי( )Tker( )∈xp ? קה  לפי הגדרת גרעין ההעת( )Tker( )∈xp 

)ם "אמ )( ) ( )0,...,0,0=xpT .כלומר-( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( )0,...,0,0,...,, 21 == napapapxpT   
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naaa -מאחר ש ,...,, ) פולינום, שונים זה מזהשונים מאפס ו 21 )xp כלשהו יקיים 

( ) ( ) ( ) 0...21 ==== napapap רק אם ( )xpאו ש,  הוא פולינום האפס- ( )xp הוא מהצורה   

( )( ) ( ) ( )xqaxaxaxxp n ⋅−⋅⋅−−= ...)( 21  , )( )xq0יתכן ,  הינו פולינום ממעלה כלשהי ,

  . ) ואז זהו סקלר

)ועל כן ,  לכל הפחותn אנו רואים שפולינום כזה הוא ממעלה –אבל  ) [ ]xxp n 1−ℜ∉ ,  המכיל

  .  לכל היותרn-1פולינומים ממעלה 

) לכל -הסבר( ) [ ]xxp n 1−ℜ∈י ההעתקה " יהיה רכיב כלשהו בווקטור המתקבל עT השונה 

  .)מאפס

)לכן  )Tker( )∈xpם " אמ( )xp0=כלומר   ,  הוא פולינום האפס ( )xp . 
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  11תרגיל בית 
  

:  את הפונקציה הבאה ) אוסף הזוגות של מספרים מרוכבים (=2Cנגדיר על  .1

RCCf →× )י " המוגדרת ע:22 ) ( ) 22112121 ,,, dcdcddcc += .  

   . 2Cהראה כי פונקציה זו מהווה מכפלה פנימית על   )א

}מהו   )ב }DvvvA  -ו, 2C - הוא אוסף כל ווקטורי היחידה בD כאשר ,:∋

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

00
01

A ?   

  

: האם הפונקציה הבאה .  מרחב כל הפונקציות הרציפות מעל הממשייםVיהי   .2

( ) ( )11, gfgf  ?  מעל הממשיים V מהווה מכפלה פנימית של =+

  :פ הבאים "חשב את הזווית בין הווקטורים בממ .3

) בין הווקטורים   )א ) 25xxf = , ( ) xxg במרחב הפונקציות הממשיות , =3

): עם המכפלה הפנימית  , ℜ - ל]1,0[ -הרציפות מ ) ( )∫=
1

0
, dxxgxfgf 

⎟⎟ בין הווקטורים   )ב
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=

11
11

A  , ⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

=
11
11

B 22 במרחב המטריצות×ℜ , עם

)המכפלה הפנימית  )ABtrBA t=,. 

. ועליו המכפלה הפנימית המקובלת, 4ℜ=Vיהי  .4

)( ) ( ) ∑
=

==ℜ∈∀
4

1
43214321

4 ,,,,,,,,,,
i

ii yxyyyyxxxxyxyx(  

          :  שיהיה ניצב לכל אחד מהווקטורים הבאים V -מצא ווקטור נורמלי ב        

           ( ) ( ) ( )1,1,1,1,1,1,1,1,3,1,1,2 −− .  

  

)נתון לנו כי קבוצת הווקטורים  .5 ) ( ) ( ועל  , 4ℜ=V -ל ב" בת}6,5,1,8,8,5,0,4,3,0,2,1{(

 W -מצא בסיס אורתונורמלי ל. V של Wכן היא מהווה בסיס עבור תת מרחב כלשהו 

22י הוכח כ. ℜפ מעל " ממVיהי  .6

4
1

4
1, vuvuvu Vvu לכל=+−− ∈, . 

  

  : תאריך הגשה אחרון 

20.1.05  

 !!בהצלחה
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  11נות תרגיל בית ופתר
  1שאלה 
  'סעיף א

:  היא nC -  המכפלה הפנימית המקובלת ב

( ) ( ) ∑
=

==∈∀
n

i
iinn

n yxyyyxxxyxCyx
1

2121  זו n=2ולכן גם עבור , ,,,,,...,,,,...,

  . תהיה מכפלה פנימית

 : נבדוק את התנאים לשם התרגול 

wvwuwvuVwvuנראה  • ,,,,, +=+∈∀: 

2,, Cwvu )אם  : ∀∋ ) ( ) ( )fewdcvbau ,,,,, Cfedcba -יש לזכור ש (=== ∈,,,,,  (

 -נקבל ש

( ) ( ) ( ) ( ) =+++=+++=++=+ fdfbeceafdbecafedbcawvu ,,,,  

( ) ( ) ( ) ( ) wvwufedcfebafdecfbea ,,,,,,,, +=+=+++ .   

vuvuFVvuנראה  • ,,,, ααα =∈∈∀. 

ℜ∈∈∀ α,, 2Cvu שאם  נקבל ( ) ( )dcvbau ,,, ==         : 

( ) ( ) ( ) ( ) vudcbadbcadcbavu ,,,,,,,, ααααααα ==+==  

 

uvvuVvuנראה  • ,,, )אם  : ∀∋= ) ( )dcvbau ,,, == 

uvbdacdbcadbcavu ,, =+=+=+=.  

,0נראה  • ≥∈∀ uuVu,   0,0וכן =⇔= uuu v. 

) אם ∋2Cuלכל  )bau ) אז =, ) ( ) 0.,,, 22 ≥+=⋅+⋅== babbaababauu.  

)אם , כעת )0,00 == vu אזי ( ) ( ) 00,00,0, 22 =+=uu .  

,0אם , מצד שני =uu ,  נניח( )bau מקבלים , =,

( ) ( ) 0.,,, 22 =+=⋅+⋅== babbaababauu , והדבר ייתכן רק כאשר

0,0 22 == ba ,  0,0כלומר == ba , לכן שני המספרים המרוכביםba, שווים 

) -ומכאן ש, לאפס )0,00 == vu . 
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  'סעיף ב

)נניח . v=1 ומתקיים ∋2Cvאזי . ∋Dvיהי  )wzv Cwzכאשר , =, ∈, .  

( ) ( ) 20,,0, zzzwzz =+⋅=( ) ( ) =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= wzwzvvA ,,

00
01

,,  

) אנו יודעים כי v=1 -מהנתון ש ) ( ) 1,,, 22 =+=+= wzwwzzwzwz=v  

22 -לכן  1 wz   .,2z=vvA  -מצד שני ראינו ש. =−

21) *(  -לכן  w−=vvA,.   

20וע כי די w≤) שכן נורמה היא מספר ממשי אי שלילי.(  

10: כמו כן  2 ≤≤ w    ) 122כי =+ wz , 12לכן ≤w(  

110) **( -מקבלים ש 2 ≤−≤ w) ולאחר מכן , 1- -י הכפלת אי השוויון האחרון ב"למשל ע

  .)  לשני האגפים1הוספת 

1,0   -ומקבלים ש) ** (-ב)  *(מציבים את  ≤≤ vvA ,   לכלDv∈ .  

}לכן  } { }10,:, ≤≤ℜ∈=∈ ttDvvvA .  

  

  2שאלה 
)ניקח את . נציג דוגמא נגדית עבור התנאי הרביעי, לא ) xxg פונקציה זו רציפה מעל . =−

 -שכן ,  לא מקיימת את התנאי הרביעי–אבל . שייכת למרחבולכן , הממשיים

( ) ( ) ( ) 021111, <−=−+−=+= gggg ,  בעוד שצריך להתקיים :Vggg ∈∀≥ ,0,.  

  

  3שאלה 

gfgfנחשב את    )א ): ונציב כל זאת בנוסחה , ,,, )
gf

gf
t

⋅
=

,
cos , כאשר

],0[ π∈t .  

5
5

2525
0

151

0

4 ==∫
xdxx( ) === ∫

1

0

2, dxxffff  

3
3

99
0

131

0

2 ==∫
xdxx( ) === ∫

1

0

2, dxxgggg  
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4
15

4
1515

0

141

0

3 ==∫
xdxx( ) ( ) == ∫

1

0
, dxxgxfgf  

 -לכן 
4
15

35
4

15

=
⋅

=( )
gf

gf
t

⋅
=

,
cos ,  47.14: ומתקיים=t .  

  

BABAנחשב את   )ב ): ונציב בנוסחה , ,,, )
BA

BA
t

⋅
=

,
cos:  

24
22
22

11
11

11
11

, ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
== trtrAAA  

24
20
02

11
11

11
11

, ==⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
== trtrBBB  

2
22
00

11
11

11
11

, =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛ −
= trtrBA  

( )
2
1

22
2,

cos =
⋅

=
⋅

=
BA

BA
t , לכן- 

3
π

=t.  

  

  4שאלה 
): נסמן  ) ( ) ( )1,1,1,1,1,1,1,1,3,1,1,2 321 =−−== vvv .   

,0:   המקיים ∋Vvנחפש  =ivv , 31לכל ≤≤ i , ולבסוף ננרמל אותו .  

) נניח  )dcbav ,,,= .  

0320, 1 =+++⇒= dcbavv   

00, 2 =+−−⇒= dcbavv  

00, 3 =+++⇒= dcbavv  

cbda: מפשטים ומקבלים , מתקבלת מערכת משוואות  −=−=  יש כאן שתי דרגות. ,

==−1נבחר . חופש cd , 1ונקבל== ba . לכן( ) ( )1,1,1,1,,, −−== dcbav .  

v2שהיא , י חלוקה בנורמה שלו"ע: (ננרמל אותו. ל אורתוגונלי לכל הווקטורים הנתונים" הנ(  

( ) ( ) 2411111,1,1,1,1,1,1,1, ==+++=−−−−== vvv .  

)לכן  )2
1

2
1

2
1

2
1 ,,, −−==

v
vvיקיים את הנדרש  .  

  ). י בחירה שונה של ערך המשתנים החופשיים"ע,  ניתן היה למצוא ווקטורים אחרים:רה הע(
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  5שאלה 

): נסמן  ) ( ) ( )6,5,1,8,8,5,0,4,3,0,2,1 321 === vvv. נפעיל את תהליך גרם שמידט.  

( )3,0,2,111 == vu  

( )( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )3,0,2,1

14
288,5,0,43,0,2,1

3,0,2,1,3,0,2,1
3,0,2,18,5,0,4

−=⋅−( )8,5,0,4=⋅−= 12
1

12
22

,
u

u
uv

vu  

( ) ( ) ( )2,5,4,26,0,4,28,5,0,4 −=−=  

22
2

23
12

1

13
33

,,
u

u
uv

u
u

uv
vu ⋅−⋅−=

( ) ( ) ( )
( ) ( ) ( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( )2,5,4,2
2,5,4,2,2,5,4,2

2,5,4,2,6,5,1,8
3,0,2,1

3,0,2,1,3,0,2,1
6,5,1,8,3,0,2,1

6,5,1,8 −⋅
−−
−

−⋅−=  

( ) ( ) ( ) ( )2,0,1,42,5,4,26,0,4,26,5,1,8 −=−−−( ) ( ) ( ) =−⋅−⋅−= 2,5,4,2
49
493,0,2,1

14
286,5,1,8  

):  כ קבלנו "סה )3,0,2,11 =u ,( )2,5,4,22 −=u , ( )2,0,1,43 −=u.  

צוא בסיס ננרמל את הווקטורים כדי למ .  W–ל מהווה בסיס אורתוגונלי ל "האוסף הנ

141. אורתונורמלי =u ,7492 ==u , 213 =u .   

):  בסיס אורתונורמלי ) ( ) ( )
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧ −− 2,0,1,4

21
1,2,5,4,2

7
1,3,0,2,1

14
1.  

  

   6שאלה 
  .)חשוב לעבור עליה. אבל זה רק בגלל שהיא מפורטת,   ההוכחה נראית ארוכה:הערה (

22: כדי להוכיח כי נשתמש בתכונות המכפלה הפנימית

4
1

4
1, vuvuvu −−+= .   

  ). נתון. (נזכור כי המכפלה הפנימית הוגדרה מעל הממשיים

Vvuיהיו  )אזי , ,∋ ) ( )2222 ,
4
1,

4
1

4
1

4
1 vuvuvuvuvuvu −−−++=−−+  

=−−−+++ vuvuvuvvuu ,
4
1,

4
1,

4
1

=−−−++= vuvuvuvu ,
4
1,

4
1  

zyzxzyx:  הפעלת החוק↵ ,,, +=+ .  

=−−−+++ vuvuvvuuvu ,
4
1,

4
1,

4
מאחר שהמכפלה היא מעל הממשיים  (1

xyyxVyxמתקיים  ,,, =∈∀.(   
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=−−−+++= vuvuvvvuuvuu ,
4
1,

4
1,

4
1,

4
1,

4
1  

=−−−+++= vuvuvvuvuu ,
4
1

4
1,

4
1,

4
1

4
1 22  

( )=−−−−++= vuvvuuvvuu ,,
4
1

4
1,

2
1

4
1 22  

zyzxzyx:  הפעלת החוקים ↵ ,,, yxyx -ו , +=+ ,, αα   . α=−1עם  , =
  

( )=−−−−++= vvuuvuvvuu ,,
4
1

4
1,

2
1

4
1 22  

xyyxVyx:  הפעלת החוק↵ ,,,   .שתקף מעל הממשיים, ∀∋=

( )=+−−−++= vvvuuvuuvvuu ,,,,
4
1

4
1,

2
1

4
1 22  

( )2222 ,2
4
1

4
1,

2
1

4
1 vuvuvvuu +−−++=  

2222

4
1,

2
1

4
1

4
1,

2
1

4
1 vuvuvvuu −+−++=  

vu,=vuvu ,
2
1,

2
1

+=uvvu ,
2
1,

2
1

++=  

         ↵xyyxVyx ,,,   .  מעל הממשיים∀∋=
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
   מספרים מרוכבים- 1' תרגיל מס

  
  

   .9.11.2003:    הגשה עד
  
  
  :ארגומנט וצורה קוטבית, מודול. א
  

  .מצאו מודול וארגומנט של המספרים הבאים והעבירו אותם לצורה  קוטבית

1   .z 3=    2   .z −=    3   .z −=      i2
3

2
1 +i25

i)(cot1

i3−

4   .9=z    5  .  ,פרמטר כלשהוא   α z = + α
  
  
  :פעולות יסודיות במרוכבים.  ב

ipviuiwiz  :חשבו.  יהיו  +===−=+= 2,3,2,25,41

1   .p    2   .wz +    3   .       
vp

uw
+

+3−p3−3z

  

⎟   .arg   וחשב .   יהיו     .   4
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

wz
wz3

iwi 2
3

2
1,22 +=−=z

  
  :פתרון משוואות במספרים מרוכבים.  ג
  

  .מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה

1   .z22    2    .3 2 +z    3   .  z3=012 =+zizz +=+ 2
  
  
  :מקומות גיאומטריים.  ד
  

  :מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים

1  .     2.  2 <      3   .   2arg3
π π<<− z 6) <3|5 Im(z| z − <

  
  
  :תכונות המספרים המרוכבים.ה
  

  .,  הוכיחו כי לכל . 1
i
zzz

2
)Im( −
=

21, zz

Cz∈

kizzzz   . - ממשי כך שkקיים ,   מרוכביםלכל   :יכו או הפרוחיהוכ.   2 =− 2121
  
  
  
  
    
  : המשך- תכונות המספרים המרוכבים.ו
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biaz  אלא בעזרת תכונות ,  את השאלות בסעיף זה יש לפתור ללא ביצוע הצבות מן הצורה +=

  
  !מספרים מרוכבים בלבד

  

לכל טהור   ממשי ) כי הביטוי וחיהוכ.  1 20032003 )21()21 iziz +++−+

0)

zמרוכב .  

    הואהביטוי    -כך ש מרוכבים   z,wלכל   :יכו או הפרוחיהוכ.  2
ww

wzwz
−

⋅
≠wIm(+⋅

Cz

  .מדומה טהור     

0zw  .  מדומה טהור אזי    -   ואם  :  פרךהוכח או ה. 3 = ≠ ∈22 w
z

z
w

−

tw  הוא הוכיחו כי . | - ו שני מספרים מרוכבים המקיימים  - ויהיו . 4

  .מספר מדומה טהור

wt ≠||| wt =
)(
)(

wt
wt

−
+

  
  

  
  

  !בהצלחה
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  2' תרגיל מס
  

   .13.11.2003:   הגשה עד
  

  :מספרים מרוכבים

)1. א    :חשבו. 1 ⎜.   ב    +
⎝
⎛    12)3i

81
⎟
⎠
⎞+

i
i

243)3 5 =+

01)1(3 =−++ iiz

i−=1

  
  :מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות. 2
  
    z).  א
  
     .   ב
  

z   .חשבו את הביטוי . נתון כי . 3
1
1

2468

2468

− + −+
+−+−

zzzz
zzzz

2||| 3213 =
  
|||||  |: חשבו. נתון כי . 4 21 ++=== zzzz|323121 zzzzzz + zz+
  

  :מטריצות
  
  :הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות. 5
מטריצה (הוא מטריצה משולשת  מאותו סדרריצות משולשות סכום שתי מט. א

).משולשת הינה מטריצה משולשת עליונה או תחתונה
 הוא מטריצה משולשת  מאותו סדרסכום שתי מטריצות משולשות עליונות .ב

.עליונה
 הוא מטריצה משולשת  מאותו סדרסכום שתי מטריצות משולשות תחתונות .ג

  .תחתונה
  .א מטריצה אלכסוניתו המאותו סדר סכום של שתי מטריצות אלכסוניות. ד
  .א מטריצת יחידהוסכום של שתי מטריצות יחידה מאותו סדר ה. ה
  

A A?  מהי . סימטרית- מטריצה סימטרית ואנטי נתון כי . 6
  
  :הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות. 7

n n) סגורה תחת חיבור )  פרמטר כלשהואקבוצת המטריצות הסימטריות מסדר . א
  .וכפל בסקלר

n n) סגורה תחת )  פרמטר כלשהואסימטריות מסדר -קבוצת המטריצות האנטי. ב
  .חיבור וכפל בסקלר

  
  :הערה

S גם  סגורה תחת חיבור אם לכל .  SBA ∈ BA ∈,+
SA∈R∈

S קבוצת מטריצות 

S גם סקלר  ולכל  סגורה תחת כפל בסקלר אם לכל קבוצת מטריצות 
.  

α
SA∈α

  !הצלחהב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  3' תרגיל מס
  

   .23.11.2003:   הגשה עד
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  4' תרגיל מס
  

   .30.11.2003:   הגשה עד
  

  .מצאו את המטריצה ההופכית של המטריצה . 1
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  .ההופכית שלה מקיימת את אותו התנאי
  

  :הדרכה
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   מערכות משוואות לינאריות– 5' תרגיל מס
  

   .7.12.2003:   הגשה עד
  
  :זורדן-גאוס/פתרו בשיטת האלימינציה של גאוס. 1
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k עבור אילו ערכי .  2  :אינסוףפתרונות/ אין פתרון /  למערכת יש פתרון יחיד
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  :המערכת המדורגת ששקולה לה היא מן הצורה.  נעלמים4 - משוואות ב4נתונה מערכת בעלת . 3
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xyz=8 (x,y,z,t)  מצאו את ערך . יהי . 5 המקיים   פתרון של המערכת

  . x+y+z+tהביטוי 
  

Ax=0 אזי ,  פתרונות למערכתאם : הוכיחו או הפריכו.  נתונה מערכת משוואות לינארית .6

  . פתרון למערכתגם 

Ax=b אזי ,  פתרונות למערכתאם : הוכיחו או הפריכו. וואות לינארית נתונה מערכת מש. 7

21  . פתרון למערכתאזי גם אם  xxα + β + βα
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  6' תרגיל מס
  

   .14.12.2003:   הגשה עד
  
  :חשבו את הדטרמיננטים הבאים. 1
  

  ) כלשהםעבור (  .ב    .א

4003
2111
3013
1075

21cos
coscossin
coscossin

x
xxx
yyy

yx,

  

  .ג
1
1

−
−

דטמיננט מסדר  (    

0654321

054321
60432
65032
654021
654301
654321

−−−−−−

−−−−−
−−−

−−
−−

−

n
n
n
n
n
n

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−++

322
211

212 xxx

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

a
a

a

11
11
11

RyxiyxCyxByxA ii ∈≤

n(   

  

x  . הפיכה המטריצה  בעזרת דטרמיננט קיבעו עבור אילו ערכי . 2

  

a חשבו את המטריצה .   הפיכה  המטריצהבעו עבור אילו ערכי יבעזרת דטרמיננט ק. 3

  .יתההופכית עבור ערכים אלו בעזרת המטריצה הצמודה הקלאס
  
  משולש כאשריהי . 4
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= = ∀ ≤= ,31,),(,),(,),( 332211
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  . בעזרת דטרמיננט את שטח המשולשועיהב
  

ABC   ). כאשר    Cהביטו תחילה בשטח המשולש : רמז( =
  
)  .  מתקיים הוכיחו כי לכל . 5 ) 33×∈ RAIAadjAA ⋅=⋅
   

n אין להוכיח את הטענה עבור .  ספציפית n=3 כלשהוא  עליכם להוכיח את הטענה עבור המקרה :הערה 
n=3  .ומכאן להסיק את נכונותה עבור  אלא להוכיחה במפורש עבור ,  n=3 
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b - מתחלק בהוכיחו כי הביטוי .  שני מספרים שלמים a - ו נתון כי . 6
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A  . הפיכהמ " הפיכה אמA  ,Aלכל מטריצה ריבועית : יכו או הפרוחיהוכ. 10 +3 I
  
  
  
  
  
  

  !הצלחהב

163

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



164

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



165

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



166

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



167

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



168

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



169

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



170

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



171

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



172

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



173

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  7' תרגיל מס
  

  .12:00, 18.12.2003:   הגשה עד
  
  ):באם ניתן(פתרו את מערכת המשוואות הבאה בעזרת כלל קרמר . 1
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0=nm

  

Vתהי ). V מרחב הפונקציות הממשיו Wת מעל  V יהי . 3 תת הקבוצה של 

  - המקיימות את התנאי ש המכילה את פונקציית האפס ואת כל הפונקציות 

Vעבור מספר סופי של מספרים ממשיים  W x.   הוכיחו או הפריכו.  תת מרחב של :
  

 כלשהיא  עבור הוכיחו כי מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגנית . א .4

הקרוי גם מרחב האפס של המטריצה (

AxRA ×∈
A ( הינו תת מרחב של .  nR

הינו ,  כלשהיא עבור מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגנית : תזכורת

  . המקיימים קבוצת הוקטורים 

Axnm 0=RA ×∈
nRx∈0=Ax

1, ×× ∈∈ mnm RbRA
n

  

  עבור פתרונות של המערכת קבוצת ה:  הוכיחו או הפריכו. ב

  .כלשהם הינו תת מרחב של 

bAx =
R
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F  :  מתקיים ולכל הוכיחו כי לכל .  Fו מעל " מVיהי . 5 v V∈α ∈
  

vF  .. א v 00 =⋅

)()()( vvv
  
−α  .. ב = α −=− α
  

V V v) ו ועליכם להוכיח " מ -קיים איבר נגדי יחיד ל. ג -  ב - שימו לב כי קיום הנגדי נובע מכך ש
  !).רק את יחידותו

  
  
  

  !הצלחהב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  8' תרגיל מס
  

  28.12.2003:   הגשה עד
  
}:|{  Wיהי   .  1 fרציפהRRfV }ו ויהי  "מ  =→ })()( afafRaVf −=−∈∀∈=

V  .כם את תשובתוחיהוכ,  W - ב    תת מרחב של V -מצא משלים ל.  
  

=×W.  22ויהי  ו "מ  יהי   .  2 RV
⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=+++∈⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
= × 022 dcbaR

dc
ba

WWU ∪=

WUV ⊕=
WU ∪=

22 −x

  
.  V תת מרחב של  הינו  W הוכיחו כי . א

V  .כם את תשובתוחי הוכ. W - ב  - למים שוניםמשלישני  ומצא. ב
  

V.  UVאזי ,   -כך ש   ⊕= V ו " תתי מרחבים במ W , U יהיו :  הוכיחו או הפריכו. 3
  

W , U  קיימים תתי מרחבים   V  וגם   -כך ש  ו "לכל מ:  הוכיחו או הפריכו. 4
V.   

  

     כצירוף לינארי  של איברי הקבוצה  את  הוקטור ובכת. 5

                                                 {.   }104,23,12 222 −+++ xxxxx

)}4,1,2,1(),1,3,0,2(),5,4,1,3{()2,1,1,0(
  

xמתקיים ?   −∈+ spanx

)}1,1,2(),2,3,1{(),,(

−  עבור איזה ערך של .6
  
),,(   .  כך ש  קבעו תנאים על הוקטור  . 7 knm−−∈ spanknm

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
10
01

,
01
10

,
12
11

,
10
0022×

  

R  ?  פורשים את האם הוקטורים . 8

  
.span(S)=S  כך ש S צה  קיימת תת קבו V ו "לכל מ: הוכיחו או הפריכו. 9

  
V span(S) V S אזי ,   הינו תת מרחב של ו " היא תת קבוצה של מ     וזהו תת, אם ו כי חי הוכ.10

Sהמרחב הקטן ביותר של  V .    המכיל את  
  

  :הדרכה
V span(S) על מנת להוכיח כי זהו תת המרחב הקטן . הוכיחו כי , ראשית הינו תת מרחב של

Wביותר של  V S V ,  אזי אם ,   המכיל את  הוכיחו כי לכל תת מרחב של ,

.  

WS ⊆
WSspan ⊆)(

  
  
  
  

  !הצלחהב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  9' תרגיל מס
  
  

  4.1.2004:   הגשה עד
  
  
  :ל"ל או בת" האם היא תו עבור כל קבוצה הרא.1
  
)2,1,()3,2({  .  מעל המרוכבים}.  א iiii +−+
)2,1,()3,2({  .הממשיים  מעל }.  ב iiii +−+

  ..  ג
⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
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⎝
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⎠

⎞
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⎝

⎛
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,
41
23

,
21
11

,
10
11

  
)0,2,,1,()1,0,2,1,(),0,0,1({  ?ל"תב  } הקבוצה  xx x  אילו ערכי עבור. 2

  
)2,,1,(),,3({  ?ל"  ת} הקבוצה  baba − a,b עבור אילו ערכי . 3

  
  uגם הוקטורים :  יכו או הפרוחיהוכ .ל"  בתu וקטורים 3 נתונים Vו " במ.4
  .ל"בת

vw,,wuwvv +++ ,,

  
R מרחב הוקטורים מעל R]1,1[− - ל המורכב מכל הפונקציות הרציפות מהקטע  V  תהי . Rיהי . 5

 -הפונקציה ב
Rf

2)( xxf =V . י " המוגדרת עV - ותהי ע הפונקציה בי " המוגדרת ע
 -ל ב" בת}: הוכיחו או הפריכו

xxg ⋅=x)(
}gf ,V.  

  
  ):אין צורך להוכיח כי הם מרחבים( בסיס ומימד לכל אחד מן המרחבים הבאים ומצא. 6
   
})  V. א }) 0,,,, 54321

5
54321 =++++∈= xxxxxRxxxxx

[ ]
  
}  V. ב }0)2()( 2 =∈= pxRxp
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  :מצאו בסיס ומימד של מרחב הפתרונות של המערכת. 7

  

  
  

  !צלחההב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  10' תרגיל מס
  
  

  11.1.2004:   הגשה עד
  
  ):אין צורך להוכיח כי הם מרחבים( בסיס ומימד לכל אחד מן המרחבים הבאים ו מצא.1
   

  W. א
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n
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xxn
n Rxxx …

  
 תתי מרחבים  - ויהיו . 2

  .U -מצאו בסיס ומימד ל. של 
{ } { }0)2(][)( 3 =∈= pxRxpU2,,1 22 −−++= xxxxxspanW

]WUWUW ∩,,, [3 xR+
  
ו מעל " הינו מCידוע כי . 3 2RR

2   .הוכיחו. C -ו איזומורפי ל"מצאו מ. 
  
} בסיס של  ויהי Fו מעל שדה " מVיהי . 4 }neee ,,1 …V .גם : הוכיחו או הפריכו

  בסיס של 
=
{ }1121 ,,,' eeeeeeee nnn ++4332 ,, eee ++.  = + −…V

  
הוכיחו  . תתי מרחבים של W - ויהיו . 5

: או הפריכו
{ } { }AARAU tnn =∈= ×AARA tnn −=∈= ×nn×R

W  .  איזומורפיים U - ו
  
  
  
  

  
  

  !הצלחהב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  11' תרגיל מס
  

  18.1.2004:   הגשה עד
  
VB -ל מקסימלית ב" קבוצה בתו ותהי " מVיהי . 1 ⊆

FVv ∈∈ α,
)()( ee uu

.  V בסיס של B הוכיחו כי .  V
  

V e F V - בסיס כלשהוא ביהי  .2   מתקיים    לכל הוכיחו כי. ו מעל שדה " מ ויהי 
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 לבסיס מצאו את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס . 5

{.  
  

  י "  המוגדרת ע  תהי הפונקציה  dעבור . 6

f dהאם קיים ערך .    שעבורו   ?  היא העתקה לינארית
  
  :האם היא איזומורפיזם, ואם כן, קבעו עבור כל אחת מן ההעתקות הבאות האם היא לינארית. 7
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  21' תרגיל מס
  

  25.1.2004:   הגשה עד
  
:422  : העתקה לינארית ונתוןתהי . 1 RRf →×

)0,0,0,2(
00
01

,)1,2,0,1(
10
10

)2,2,0,2(
20
01

,)1,3,0,3(
01
11

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛−
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛

−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−

ff

ff

⎟⎟
⎠

⎞

⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞

⎝

⎛
12
11

22)( ×∈∀ Rvvf

VU →:T

      

  

      f⎜⎜⎜⎜  וחשב. א

  .  :וחשב. ב

ker(f Im(f).  ימד של   מצאו בסיס ומ. ג   (-  ו
  

f האם . ד  ? איזומורפיזם
  

U תת מרחב של kerהוכיחו כי . ל" הT ותהי  F V U.  ו מעל שדה " מ , יהיו . 2
  

הוכיחו כי . Lנגדיר . Fו מעל שדה "מVיהי . 3 { }operatorlinearaisTVVTV →= :)(

VV →:
KerTT =Im

>

F L(V)מיהו איבר האפס .לות חיבור פונקציות וכפל פונקציה בסקלר ביחס לפעוו מעל " הינו מ 
VL)(  ?- ב
  

V   כך T  קיים אופרטור לינאריו ממימד אי זוגי אזי לא "מ אם : הוכיחו או הפריכו. 4
  .ש  

  
V לכל  >  מתקיים a.  5 .פ "הוכיחו כי בממ<+>>=<+ cabac ,,Vcb ∈,, ba,

  

Va∈Fvv  .  מתקיים  לכל Vפ "הוכיחו כי בממ. 6 aa 0,00, >=>=<<

2R=RVVg →×:
  

י "  המוגדרת עהאם הפונקציה  . Vיהי  . 7

) מהווה מכפלה פנימית על  ) )2(),(),,( dcadcbag ++ () cbd +=V ? נרמלו את , אם כן

)3,2(  .הוקטור 

nnR ×=RVVf →
  

 מהווה י "  המוגדרת עהאם הפונקציה  . Vיהי  . 8

כפלה פנימית על מ

: ×ABBAf =),(
V 2I.  ?נרמלו את ,  אם כן

  
  
  
  
  

  !הצלחהב
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  ד"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  13' תרגיל מס

  
  

  29.1.2004:   הגשה עד
  
  
  

)4R)1,1,1,0(),1,1,2,2(),0,1,1,3   . הניצב לכל אחד מהוקטורים  -מצאו וקטור נורמלי ב. 1 −−−
  

מרחב של  תת U ויהי יהי . 2 { })0,4,3,2(),1,1,1,2(),2,1,2,0( 4RV =−= span

)6,4,3,2(

V −.  
  

 V U.  ב - אורתוגונלי  של ה מצאו בסיס למשלים . א
  

proj(v,U)    עבור .   v =  מצאו . ב
  

} תת מרחב של U ויהי יהי . 3 }03|),( 2 =+∈= baRba

)1,7(

V 2RV =.  
  

 V U.  ב - אורתוגונלי  של המצאו בסיס למשלים .  א
  

proj(v,U)    עבור v.   = מצאו .  ב
  
 אך הפעם כאשר המכפלה הפנימית היא 3חזרו על תרגיל . 4

<.  221221112121 3),(),,( bababababbaa +−>= −
  

V W,U  .רחב אוקלידי   תתי מרחבים במ   .:  יכו או הפרוחיהוכ ⊥⊥⊥יהיו . 5 ⊇+ WUUW ∩)(

)}0,6,1,1(),8,7,7,5(),3,3,4,7(),1,3,1,2{( −

  
  ורמלי  של  שמידט מצאו בסיס אורתוגונלי ואורתונ-תוך שימוש בתהליך גרם. 6
  .   span − −
  

  
  
  

  !הצלחהב
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   מספרים מרוכבים- 1' תרגיל מס
  

   .2.10.20027:    הגשה עד
  
  
  :ארגומנט וצורה קוטבית, מודול. א
  

  .מצאו מודול וארגומנט של המספרים הבאים והעבירו אותם לצורה  קוטבית

1   .=z    2   .z =    3   .z = co      i2
3

2
1 +i+ 11αt

i−1iz 25 4   .z −=    5   .  = −
  
  :פעולות יסודיות במרוכבים.  ב

ipviuiwiz  :חשבו.  יהיו  22,5,4,1,34 −===+=+=

1   .p    2   .wz +    3   .       
vp

uw
+

+3−p3−3z

  

⎟   .arg   וחשב .   יהיו     .   4
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜

⎝

⎛

wz
wz3

iwi 2
3

2
1,22 +=−=z

  :פתרון משוואות במספרים מרוכבים.  ג
  

  .מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה

1   .z22    2    .2z    3   .  z3=01=++ zizz +=+ 2
  
  : גיאומטרייםמקומות.  ד
  

  :מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים

1  .Im(z      2.  1<      3   .   3
2arg3

π π<< z z| 3) −<2|2− <
  :תכונות המספרים המרוכבים.ה

02   .1וחשבו את הביטוי     הוכיחו כי .  1 ≠∀z1}11]11)1{[( −+−+−++ i

21, zz
||

1
=

z

z
z

kizzzz   . - ממשי כך שkקיים ,   מרוכביםלכל   :יכו או הפרוחיהוכ.   2 =− 2121

לכל טהור   ממשי  כי הביטוי וחיהוכ.  3 19961996 )21()21( iziz +++−+

0)Im(,0 ≠≠ zz

zמרוכב .  

z,w    לכל   :יכו או הפרוחיהוכ.  4   מרוכבים המקיימים

  .  הוא מדומה טהורהביטוי 
ww

wzwz
−

⋅+⋅

  מספר מרוכב כאשר יהי .   5
ti
tiz

+
−

=
1
1z tמהו  .  ממשי|?   |

    . את הביטוי  ופשט.   6
iz
iz

+
−

1
)(3

  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  2' תרגיל מס

  
  11.20013.:   הגשה עד

  

  

)3. א    :חשבו. 1 ⎜.   ב    +
⎝
⎛    10)3i

61
⎟
⎠
⎞+

i
i

814 =01)1(3 =−++ iiz

iz −

  
  :מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות. 2
  
).  א +z  2(     .   ב
  

1=   .חשבו את הביטוי .   נתון כי .3
1
1

246

246

− − +
+++

zzz
zzz

⎟⎟
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜⎜
⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−

−

1032
1111
1132
0451

⎪
⎪
⎩

⎪
⎧

=−−+
=−−+
=+++

−=+−

042055
932

1032
25

wzyx
wzy
zwyx

wzy

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+−
=+−
=+−

04
12
235

zyx
yx
zyx

  
   את דרגת המטריצהו חשב.4

    

  
  :פתרו בשיטת האלימינציה של גאוס. 5
  

        . א
⎪
⎨3x

       .ב    

  
  
  
  
  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  3' תרגיל מס

  
  11.200110.:   הגשה עד

  

  
  :נתונה מערכת המשוואות.  1

    
⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

+=−+
=+−
=++

5)4(3
242

6

2 azax
zyx

zyx

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=−+
=−+
=+−

pzyx
mzyx
kzyx

533
2

3

n

aמצא עבור אילו ערכי   אין פתרון     ) אינסוף פתרונות  ג)  פתרון יחיד  ב)   יש למערכת  א
  .הם הם קיימיםהציגו את הפתרונות במקרים ב

  
k,p,m מצא עבור אילו ערכי .  2  אין פתרון     ) אינסוף פתרונות  ג)  פתרון יחיד  ב)   למערכת יש  א

            

  
 RR מעל מרחב של -לכל אחת מן הקבוצות הבאות הוכיחו או הפריכו האם היא מהווה תת. 3
   ):איםהמתnעבור (

}  W  .א }adbcbaRdcba =+=−∈= 2,),,,( 4

}  W  .ב }0),( 222 =+∈= yxRyx

}  W  .ג }00),,,( 4 =∨=∈= caRdcba

)7,1,4()10,2,4(),6,2,3(),2,0,1(
  

}   כצירוף ליכתבו את  הוקטור . 4 נארי  של איברי הקבוצה    .{
  
),,()}2,1,1,()0,1,2,()4,3,0{(   .  כך ש   קבעו תנאים על הוקטור  .5 −∈ span ),,( γβαα β γ −
  
  :ל"ל או בת" עבור כל קבוצה הראה האם היא ת.6
  

)4,3,2,1,()1,4,3,2,()2,1,4,3({  }.  א
)}1,1,3,0),1,1,1,2(),0,1,2,1 −  )}.  ב

  

} הקבוצה b עבור אילו ערכי .7 })0,1,0,1,0(),,1,1,1,1(),1,0,1,0,1( − −b

vw,,
uwwvvu 2,,

  ?ל"  בת
  

V  וקטורים 3נתונים uו " במ.8  .ל"  בת

+  .ל"  בתגם הוקטורים :  יכו או הפרוחי    הוכ − +
=V.(  nRפתרו עבור , במידה ואינכם מצליחים.  כלשהואVנסו תחילה לפתור עבור     (

  
  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  4' תרגיל מס

  
  11.200171.:   הגשה עד

  

  
  :מצאו בסיס ומימד של כל אחד מן המרחבים הבאים.  1
  

}  W  .א }= span )7,5,4,2(),5,1,1,1(),2,4,5,1(),1,5,7,1( −−− − − − −

}  W  .ב }dcabdcaRdcba +=++=∈= ,2),,,( 4

⎪
⎪

⎩

⎪
⎪
⎧

=−++−
=+++−
=+++−
=+++−

0443
07626
098439
075226

twzyx
twzyx
twzyx
twzyx

nR=

  
  בסיס ומימד של מרחב הפתרונות של המערכתמצא .  2

          ⎨  

  

:   ויהיוVיהי  . 3

U.   { }nxn

n

i
in xxVxxWxVxx ===∈=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∈= ∑
=

……… 211
1

1 |),,(;0),,(

R U W מרחבים וקטוריים מעל  R.             , הוכיחו כי  . א
U,W  . מצאו בסיס ומימד ל. ב      .הוכיחו- 

  
n שימו לב כי : הערה  ).לא ניתו להניח מהו ערכו( הינו כלשהוא

  
  

  :הוכיחו או הפריכו.  קבוע כלשהואי הי . 4
2

0 πα ≤≤

{ })cos,(sin),sin,(cosα α α −2   .αR -  בסיס ל
  

}יהי  .5 ו " בסיס של מ{ 321 ,, vvvF V .מעל שדה   :הוכיחו או הפריכו 

313221{ בסיס של }גם  ,, vvvvvv −+V +.  

  

  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  5' תרגיל מס

  
  11.200124.:   הגשה עד

  

  
  :ו" הפריכו האם היא מוהוכיחו א, לכל אחת מן הקבוצות הבאות עם הפעולות הנתונות.  1
  

 בסקלר צות עם חיבור מטריצות וכפל מטרי. א

מעל 

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
=∈= ×

33
22

,
00
0022 BABRAW

RR.  
  

 עם פעולת חיבור פולינומים וכפל . ב

פולינומים בסקלר מעל 

{ }( ) 12)(deg][)( −=∈∃∈= nxpNnxRxpW
RR.  

  

 פונקציות עם פעולת חיבור פונקציות וכפל W. ג

בסקלר מעל 

{ }cxfRxRcRRf =∈∀∈∃→= )(:
RR.  

  

בסקלר מעל פונקציות  עם פעולת חיבור פונקציות וכפל W. ד { }+→= RRf :RR

}0|{ >∈== + xRxR

.  
  

''  :  כדלהלן  - ו'  +'נגדיר פעולות .   ויהי  Vיהי  . 2 F R• =

yxy   .   -     ו∀ ⋅='',ααα xxFVx =•∈∈∀ '', xVyx +∈

Vהוכיחו כי .  א   המוגדר לעיל עם פעולות חיבור וקטורים וכפל וקטור בסקלר שהוגדרו
R מעל     R

}1|{ ≥
    .ו" הינו מ

V W :  הוכיחו או הפריכו . Wנגדיר . ב = ∈ xVx

}0,,|),,{()( 33 >∈== + zyxRzyxR

         .מרחב של - תת

    - ו'  +'נגדיר פעולות .   ויהי  Vיהי  . ג
  :כדלהלן

RF =''•

),,(),,(')',,(),,(),,,( 212121222111222111 zzyyxxzyxzyxVzyxzyx =+∈∀

),,(),,('',),,( ααααα zyxzyxFVzyx =•∈∈

    

   .∀   -ו

R Vו מעל "ות שהוגדרו הינו מ עם הפעולR

)3,2,1(,)3,1,2(,)1,2,1( 321 === vvv

נתון כי   .

V ?    ל ב"ל או בת"  תהאם הוקטורים-

  

  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  6' תרגיל מס

  
  2.20012.8:   הגשה עד

  
  
  ):אין צורך להוכיח כי הם מרחבים(מצאו בסיס ומימד לכל אחד מן המרחבים הבאים . 1
   

}W  }32,,23,3421.    א 322332 xxxxxxxxspan +++−++−+=
  

  V.    ב
⎪
⎭

⎪
⎬

⎫

⎪
⎩

⎪
⎨

⎧

=+++−=∈
⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
= × 0,323 fedcdcbR

fe
dc
ba

  

}    U  יהיו.2 }dbaRdcbadcxbxax 32,,,23 −=∧∈+++=

}  . מרחבים של-    תתיW  -ו }1,2 223 ++−−+= xxxxspan[ ]xR3

WUWUW ∩,,,
  

+   .Uמצאו בסיס ומימד של  
  
  :4 תרגיל -  ב3תרגיל זה הינו תרגיל המשך לתרגיל . 3
  

:   ויהיוVיהי  

U.   

nR=

{ }nxn

n

i
in xxVxxWxVxx ===∈=

⎪⎭

⎪
⎬
⎫

⎪⎩

⎪
⎨
⎧

=∈= ∑
=

……… 211
1

1 |),,(;0),,(

WUW ∩, +   .Uמצאו בסיס ומימד של  
  

U W ,  .ידוע כי  . Vיהי . 4 WUWUVו ולו תתי מרחבים " מ ≠=== ,6dimdim,9dim
)dim( WU ∩

WU

  ?   למה יכול להיות שווה 
  

U W V של  , אזי קיימים תתי מרחבים , זוגי-ממימד איכלשהוא ו " מ יהי :   יכו או הפרוחיהוכ. 5
=  וגם Vקיים שמת  כך ⊕dimU=dimW V.  

  

}: ת  Vתזכור }vWUWUVWU 0== ⊕ ⇔ = + ∧ ∩

R∈][: 1
2 xRRf →

axdbabaf ++++= 1)),(( 2

  

  י "  המוגדרת ע  תהי הפונקציה  dעבור . 6

f dהאם קיים ערך .    שעבורו   ?  היא העתקה לינארית
  
  
  

  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  7' תרגיל מס

  
  2.20012.15:   הגשה עד

  
  

:    העתקה לינארית ונתוןתהי . 1

0⎜⎜⎜⎜חשבו  .    א
f      

][)22(: 2 xRRf →×

22
01
01

,2 xf =⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
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⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛22
11
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⎠
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⎠

⎞

⎝
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⎟⎟
⎠

⎞

⎝

⎛
0
01

)22()( ×∈∀ Rvvf
)ker(),Im( ff

FVv ∈∈ α,,

)() ee u

  .חשבו  .    ב

  .  - סיס ומימד למצאו ב.    ג
  

V e F Vבסיס כלשהוא ב - ו מעל שדה " מ ויהי    uהוכיחו כי לכל . יהי . 2
  : מתקיים

u    .ב     α)  .   א =)()()( eee vuvu + α=+

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
− 43

20

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
⎧

⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
−⎟⎟

⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
23

00
,

12
10

,
12
10

,
00
01

}1,1,1{ 2 xxx +++

},2,21 222 xxxxx ++−
33 RR →),2,2(),,( cabcacbaT

  לבסיס  ביחס מצאו את וקטור הקואודינטות של . 3

.  

  

 לבסיס מצאו את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס . 4

{.  

=−+  .י  " אופרטור לינארי המוגדר עT: יהי . 5

)}0,0,1(),0,1,1(),1,1,1{( T.  =3RWחשבו את  .     -  בסיס   בW   יהי 

][][: 22 xRxRT →
,23)2(,35)2( 22 +−=++−=+− TxxxTxxx

}2,2,{ 222 +−−= xxxxx][3 xRWT

},,{,},,{',},,{'' 321213321211 vvvVvvvVvvvvvv ==+++=

VV →:

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛

−−
=

201
132
011

v

 אופרטור לינארי וידוע כי  

T.  

יהי . 6

12)12( 2 +=+ xx
  .חשבו את  .     -   בסיס   בWנתון כי 

  Vיהיו   . 7

V  :נתון.   אופרטור לינאריT -  ו ו "    בסיסים במ

T  

        vT''.  ב    vT'.  א    :    חשבו

  !!!נמקו היטב
  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  8' תרגיל מס

  
  10:00, 2.20012.42:   הגשה עד

  
  

[ xRRT[תהי . 1  2
22: →×

()2 2 bcaxdcbxd −−++−+−=⎟⎟
⎠

⎞
⎜⎜
⎝

⎛
י  " העתקה לינארית המוגדרת ע

T .   ויהיו  - 

.     בהתאמה - ו בסיסים של

  .Tחשבו את 

)2()(a
dc
ba{ }2,1, 2 +−−= xxxU
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  :חשבו את הדטרמיננטים הבאים. 2
  

  ) כלשהןעבור (  .ב    .א
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  :נתונה המטריצה.  3
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⎜
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⎝
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n
n

n
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2=
n

0|=A
AAt

   

aקבעו עבור אילו ערכי   . המטריצה הפיכה
  

n חשבו את המטריצה ההופכית עבור  .   הפיכה⎜ המטריצהקבעו עבור אילו ערכי . 4

n.  

A זוגי אזי -  איn - ו מטריצה ריבועית אנטי סימטרית מסדר אם : הוכיחו או הפריכו. 5
|.  

A היא סימטרית אם .  = מטריצה ריבועית : תזכורת

AAt  . היא אנטי סימטרית אם Aמטריצה ריבועית     = −
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2  .חשבו . נתון . 6
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111

=
cba
cba
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223311

223311 333

aaa
bababa
cacaca

+++
−−−

⎪
⎩

⎪
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⎧
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13
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743

zyx
zyx
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  :י שימוש בכלל קרמר"פתרו את מערכת המשוואות הבאה ע. 7

  

  
  

  
  
  

  !בהצלחה
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  9' תרגיל מס

  
  2.20012.29:   הגשה עד

  
  
  :לכל זוג מטריצות קבעו האם הן דומות או לא. 1
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⎜

   

  .     ג

  
n A B .יבועיות מסדר  מטריצות ר  :יכו או הפרוחיהוכ , תהיינה . 2

BA AB B Aאם  הפיכה אזי לכל  המטריצות    -  ו  .  דומות   
  
  מטריצהע מתאימים ו"ע ומ"ו, ע"ע, א"עבור כל אחת מן המטריצות הבאות מצאו פ. 3

D−1  :   -  כך  שD ומטריצה אלכסונית P   הפיכה  P AP=
  

⎟⎟    . ב    A=⎜⎜  . א
⎠

⎞

⎝

⎛
−
−

10
62

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

101
010
101

A

  
ע של  " הינו ענתון כי .  4 λA ,  מטריצה ריבועית מסדרn. ע של " הינו ע  הוכיחו כי  λm

mAm   .עבור סקלר כלשהוא      המטריצה  
  

   .  עבור  וחשב.  6
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  10' תרגיל מס

  
  2.2001.5:   הגשה עד

  
  
  :י שימוש בכלל קרמר"פתרו את מערכת המשוואות הבאה ע. 1
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   מטריצהו מצא,אם כן.  האם המטריצה לכסינה או לאולכל אחת מן המטריצות הבאות קבע. 2
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R k  אינה לכסינה מעל ⎜  המטריצה  R

Ra

עבור אילו ערכי . 3   ?

  

  :  אינה לכסינה⎜   המטריצה  עבור אילו ערכי .  4
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5 .

A  .)אם קיימת(  את  ו    חשב
  
+  .>הוכיחו כי במרחב אוקלידי מתקיים . 6 < >>>=<+ cabacba ,,,

0,00, >=>=<< aa vv

2R=RVVf →

  

V  הוכיחו כי במרחב אוקלידי . 7  . מתקיים

  

:×  י "  המוגדרת עהאם הפונקציה  . Vיהי  . 8
)2()(]),[],,([ dcbdcadcbaf ++V    מהווה מכפלה פנימית על = +?  
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  
  11' תרגיל מס

  
  

  2.2001.12:   הגשה עד
  
  
  
  
  שמידט מצאו בסיס אורתוגונלי ואורתונורמלי  של  -תוך שימוש בתהליך גרם. 1
  W.   )}0,6,1,1(),8,7,7,5(),3,3,4,7(),1,3,1,2{( −= − −span

4R)1,1,1,1(),1,1,1,1(),3,1,1,2(
  

−−   .מן הוקטורים  הניצב לכל אחד  -מצאו וקטור נורמלי ב. 2

v0
  

3R≠   הניצב לכל אחד משלושת הוקטורים  - בvהאם קיים וקטור .  3
)3,1,3(),0,1,1(),2,0,4( −   !!!נמקו.  מצאו אותו, אם כן?    

  
  :הוכיחו.  4

nm×B  .  אנטי סימטרית   אזי  מטריצות מסדר B,Aאם   .א BA tt A−
tB  . סימטרית סימטרית אזי A - מטריצות ריבועיות מאותו סדר וB,Aאם   .ב AB

A B ABA  .סימטרית- אנטיסימטריות מאותו סדר אזי - מטריצות ריבועיות אנטי  .ג

)32(

, אם 

∋×   . כך שמתקיים  קיימת מטריצה :הוכיחו או הפריכו. 5 R⎟⎟
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  ג"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   21' תרגיל מס
  

  לא להגשה
  
  :מעורבת/שלילית- אי/חיובית/קבעו עבור כל אחת מן המטריצות הבאות האם היא שלילית. 1
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  :רשמו בצורה מטריצית את התבניות הריבועיות הבאות. 3
  

    .  א

  Q  .ב

  Q  .ג

  Q.ד

  
  :י המטריצות הבאות"מצאו את התבניות הריבועיות המוגדרות ע. 4
  

⎜  .א ⎜  .ב  82
⎜
3

  ⎜⎜  .  ג  
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  .לכסנו את התבנית הריבועית  .  5

x,y איזה עקום במישור . 6   ?י המשוואה "  מתואר ע
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   מספרים מרוכבים- 1' תרגיל מס
  

   .30.10.2001:    הגשה עד
  
  

  :ארגומנט וצורה קוטבית, מודול. א
      מצאו מודול וארגומנט של המספרים הבאים והעבירו אותם לצורה   

      קוטבית
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  :פתרון משוואות במספרים מרוכבים.  ג
  .מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה

1   .z2  2    .2 +z  3   .  301 2 =z z=+izz +=+ 2
  
  : גיאומטרייםמקומות.  ד

  :מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים

1  .      2.  1<    3   .   3
2arg3

π π 3−<)Im(z2|2| z<< z − <
  :תכונות המספרים המרוכבים.ה

וחשבו את הביטוי      =הוכיחו כי .  1
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0
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1
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z
111 }1]1)1{[( − − −++++ i

21, zzk  - ממשי כך שקיים ,   מרוכביםלכל   :הוכח או הפרך.   2

.   kizzzz =− 2121

19961996  ממשי לכל הוכח כי הביטוי .  3 )21()21( iziz +++−+

0)Im(,0 ≠≠ zz
zמרוכב .  

z,w    לכל  :הוכח או הפרך.  4   מרוכבים המקיימים
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  2' תרגיל מס
  

  6.11.2001:   הגשה עד
  

   חזקות ושורשים–מספרים מרוכבים 

)3. א    :חשבו. 1 ⎜.   ב    +
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⎛    10)3i

61
⎟
⎠
⎞+

i
i
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  :מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות. 2
).  א +z  2(     .   ב
  

  חלוקת פולינומים
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מטריצות
  
, סקלרית, אלכסונית, יתעבור כל אחת מהמטריצות הבאות קבע האם היא ריבוע.  5

  :סימטרית-סימטרית או אנטי, משולשית תחתונה, משולשית עליונה
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B   עבור  המקיימות  מסדר מצא את קבוצת כל המטריצות .  7
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AB BA 22= ×

⎟⎟
⎠

⎞
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A

  
  :הוכח או הפרך כל אחת מן הטענות הבאות.  8

.סכום שתי מטריצות משולשות הוא מטריצה משולשת  .א 
.ום שתי מטריצות משולשות עליונות הוא מטריצה משולשת עליונהסכ  .ב 

  .סכום שתי מטריצות משולשות תחתונות הוא מטריצה משולשת תחתונה  .ג
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   מטריצות- 3' תרגיל מס
  

  11:00, 15.11.2001:   הגשה עד
  

כפל מטריצות
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n A B כלשהוא מתקיים tr.   α α , מטריצות ריבועיות מסדר  חו כי עבור הוכי. 5
  

T Aמטריצה ריבועית הפיכה מאותו סדר אזי  - מטריצה ריבועית ו 

(.   

הוכיחו כי אם . 6

TATATT nn 11 ) −− =
  

  :שאלת בונוס
  

Aאם   : הוכח או הפרך  אזי המטריצה , 1 -  מטריצה הפיכה שסכום אברי כל שורה שלה שווה ל 
  

  .ההופכית שלה מקיימת את אותו התנאי
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  4' תרגיל מס
  

  11:00, 22.11.2001:   הגשה עד
  

  מטריצות והפיכות
  
  חשב את דרגת המטריצה. 1
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  :ורדן'ג-גאוס/פתור בשיטת גאוס. 4

 ⎨  

  : נתונה מערכת המשוואות. 5

    

aמצא עבור אילו ערכי   אין פתרון     ) אינסוף פתרונות  ג)  פתרון יחיד  ב)   יש למערכת  א
  .הציגו את הפתרונות במקרים בהם הם קיימים

  
k,p,m מצא עבור אילו ערכי .  6  אין פתרון     ) אינסוף פתרונות  ג)  פתרון יחיד  ב)   למערכת יש  א
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   דטרמיננטים- 5' תרגיל מס
  

  11:00, 29.11.2001:   הגשה עד
  
  :חשבו את הדטרמיננטים הבאים. 1
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  :נתונה המטריצה.  3
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A Aהפיכהם  " הפיכה אמ .    , ריבועית לכל מטריצה : הוכח או הפרך. 4
  

A  ,.  5 .לכל מטריצה ריבועית : הוכח או הפרך
  

n   . טבעיים היא הפיכהקבע עבור אילו ערכי  .  ⎜מצא את המטריצה ההופכית של . 6

  :שאלת בונוס
  

ABC משולש כאשר 
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יהי 
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ABC   כאשר C.(   = הבט תחילה בשטח המשולש : רמז(
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   6' תרגיל מס
  

  5.12.2001:   הגשה עד
  

  :משפט קרמר
  
  :י שימוש בכלל קרמר"פתור את מערכת המשוואות ע. 1
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  7' תרגיל מס
  

  12.12.2001:   הגשה עד
  

  סכום ישר ומשלים, סכום
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

  8' תרגיל מס
  

  19.12.2001:   הגשה עד
  

  :בסיס ומימד
  
  ):אין צורך להוכיח כי הם מרחבים(מצא בסיס ומימד לכל אחד מן המרחבים הבאים . 1
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V  תקיים   מuלכל , אזי.  e F Vבסיס כלשהוא ב - ו מעל שדה " מ ויהי  FUיהי . 5 ∈∈ α,
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⎛
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,
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,
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,
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}1,1,1 2 xxx +++

},2,21 222 xxxxx ++−

    ביחס לבסיס⎜⎜מצא את וקטור הקואודינטות של . 6

 .  

  

   לבסיס }מצא את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס . 7

  {.  
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   העתקות לינאריות– 9' תרגיל מס
  

  11:00 , 27.12.2001:   הגשה עד
  

:][∋R  י "  המוגדרת ע  תהי הפונקציה  dעבור . 1 1
2 xRRf →

axdbabaf ++++= 1)),(( 2

][)22(: 2 xRRf →
f dהאם קיים ערך .    שעבורו   ? העתקה לינארית  היא

:    העתקה לינארית ונתוןתהי . 2
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22x=

  .חשב  .    ב

  .  -מצא בסיס ומימד ל.    ג

=−+  .י  "לינארי המוגדר ע אופרטור T: יהי . 3

)}0,0,1(),0,1,1(),1,1,1{( T.  =3RWחשבו את  .     -  בסיס   בW   יהי 
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  Vיהיו   . 4

V  :נתון.   אופרטור לינאריT -  ו ו "    בסיסים במ

T  

  !!!נמק      vT''.  ב    vT'.  א    :    חשב

ker T  F העתקה לינארית כאשר Tתהי .  5 V U  . הוכח כי ו מעל "  מ -  הוא תת,
  מרחב

V.  ב    - 
  

V  .  כך ש  T  קיים אופרטור לינארי  V ו "לכל מ: הוכח או הפרך. 6
  

n A B .מטריצות ריבועיות מסדר   :הוכח או הפרך , תהיינה . 7
BA AB B Aאם  הפיכה אזי לכל  המטריצות    -  ו  .  דומות   

  
  :לכל זוג מטריצות קבעו האם הן דומות או לא. 8
  

⎜.      א   ⎜⎜.   ב   10
⎜

   

  .     ג

366

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



367

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



368

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



369

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



370

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



371

 

http://cs.haifa.ac.il/students/       אוניברסיטת חיפה, החוג למדעי המחשב–אתר הסטודנטים                 



  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים– 10' תרגיל מס
  

  11:00 , 3.1.2002:   הגשה עד
  
  
  אם כן מצא מטריצה. לכל אחת מן המטריצות הבאות קבע האם המטריצה לכסינה או לא. 1

D−1   .   -  כך  שD ומטריצה אלכסונית P   הפיכה  P AP=
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R k  אינה לכסינה מעל ⎜  המטריצה  R

Ra

עבור אילו ערכי . 2   ?

  

  :  אינה לכסינה⎜   המטריצה  עבור אילו ערכי .  3
⎟
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⎟
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⎛
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C R?   מעל .  אR?     מעל .   ב

  

ע של  " הינו ענתון כי .  4 λn A  .  מטריצה ריבועית מסדר  ,   ע של " הינו עהוכיחו כיmλ
m A   .    המטריצה  

  
A 1,1(×22  .    בהתאמה  -  וע "וו, 5 - ו2ע " בעלת ע היא מטריצה מסדר( −)2,1(

−

5 .

1A   .    חשב את  
  

   .  עבור חשב .  6
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⎟
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   11' תרגיל מס
  

  11:00 , 10.1.2002:   הגשה עד
  
  

  לכסון אופרטורים לינאריים
  
  

2)(  נתון אופרטור לינארי ו  "במ. 1 xR},1,12{ 22 xxxxx ++−+=

⎟
⎟
⎟

⎠

⎞

⎜
⎜
⎜

⎝

⎛
=

112
051
003

vS

V  S  אשר מיוצג בבסיס  

   .י המטריצה   "ע    

  
S.  ע של "ע וו"מצא ע. א

D P R S קבע האם . ב לכסין מעל  -  הפיכה ו   אלכסונית כךR

PSPD v
1−=

ובמידה וכן מצא מטריצות , 

   .-    ש

  
  

  אורתוגונליות ואורתונורמליות, מרחבי מכפלה פנימית
  
  
+  .>הוכיחו כי במרחב אוקלידי ואוניטרי  מתקיים . 2 >>=< + < cabacba ,,,

0,00, >=>=<

>
  

V  הוכיחו כי במרחב אוקלידי ואוניטרי . 3  .> מתקייםaa vv

2R=RVVf →

  

:×  י "  המוגדרת עהאם הפונקציה  . Vיהי  . 4
)2()(]),[],,([ dcbdcadcbaf ++V    מהווה מכפלה פנימית על = +?  

  
  בסיס אורתוגונלי ואורתונורמלי  של  שמידט מצאו -תוך שימוש בתהליך גרם. 5
  .   )}0,6,1,1(),8,7,7,5(),3,3,4,7(),1,3,1,2{( −− −span

4)1,1,1,1(),1,1,1,1(),3,1,1,2 −

  

−R   .) הניצב לכל אחד מהוקטורים  -מצאו וקטור נורמלי ב. 6
  

v0≠3R  וקטורים הניצב לכל אחד משלושת ה  - בvהאם קיים וקטור .  7
)3,1,3(),0,1,1(),2,0,4( −   !!!נמק.  מצא אותו, אם כן ?    
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   12' תרגיל מס
  

  11:00 , 17.1.2002:   הגשה עד
  
  

מצאו בסיס למשלים  . U ויהי יהי . 1
  אורתוגונלי   

{ })6,5,1,8(),8,5,0,4(),3,0,2,1(span 4RV ==

 V U.  ב -    של 
  

proj(v,U)   מצאו . 2  :  כאשר

                    U.   )4,3,1,4(,)}1,1,1,1(),3,0,0,1(),1,2,2,1{( −−=−= vspan
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  ?ובמטריצה הרמיטית? הרמיטית-למה שווים איברי האלכסון הראשי במטריצה אנטי. 3
  

  .   הרמיטית  כך שהמטריצה מצא . 4

  
  :הוכח או הפרך. 5

B A B Aאזי גם ,   .הרמיטית- י אנט    אם  -  אנטי הרמיטית ו -  דומה אוניטרית ל
  

=APPt   :כך ש ,  אלכסוניתD - אורתוגונלית וPלכל אחת מהמטריצות הבאות מצאו . 6
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  :שאלת בונוס
  

⊥⊥⊥   .):  הוכח או הפרך.  =+ WUUW ∩)

0≠v

V W,U  יהיו . א  תתי מרחבים במרחב אוקלידי
  

|a|=1 A a A.    ע של "ע,  מתקיים אם :  הוכח או הפרך. ב אוניטרית אזי לכל 
     

A A a    ע של מט" ע - וע " המתאים לו ' אם : ניתן להסתמך ללא הוכחה על הטענה:      רמז
*ע של "  עאזי ,             אוניטרית a0≠v Aע "ו ו  המתאים לאות.  
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  ב"תשס'  סמסטר א,   אלגברה לינארית –החוג למדעי המחשב 
  

   13' תרגיל מס
  

  11:00 , 24.1.2002:   הגשה עד
  
  :מעורבת/שלילית- אי/חיובית/קבעו עבור כל אחת מן המטריצות הבאות האם היא שלילית. 1
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  :רשמו בצורה מטריצית את התבניות הריבועיות הבאות. 3
  

    .  א

  Q  .ב

  Q  .ג

  Q.ד

  
  :י המטריצות הבאות"מצאו את התבניות הריבועיות המוגדרות ע. 4
  

⎜  .א ⎜  .ב  82
⎜
3

  ⎜⎜  .  ג  
⎜

  

  .לכסנו את התבנית הריבועית  .  5

x,y איזה עקום במישור . 6   ?י המשוואה "אר ע  מתו
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	תרגיל מס' 1 - מספרים מרוכבים 
	 
	 
	ב.  פעולות יסודיות במרוכבים: 
	יהיו   . חשבו: 
	1.       2.      3.          
	 
	4.   יהיו       .   חשבו     . 
	 
	ג.  פתרון משוואות במספרים מרוכבים: 
	 
	מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה. 
	1.      2.       3.     
	 
	 
	ד.  מקומות גיאומטריים: 
	 
	מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים: 
	1.        2.      3.      
	 
	 
	ה.תכונות המספרים המרוכבים: 
	 
	1. הוכיחו כי לכל  ,   . 
	2.   הוכיחו או הפריכו: לכל    מרוכבים, קיים k ממשי כך ש-   . 
	 
	 
	 
	 
	 
	 ו.תכונות המספרים המרוכבים - המשך: 
	 
	את השאלות בסעיף זה יש לפתור ללא ביצוע הצבות מן הצורה  , אלא בעזרת תכונות  
	 
	מספרים מרוכבים בלבד! 
	 
	1.  הוכיחו כי הביטוי    ממשי טהור לכל z מרוכב. 
	2.  הוכיחו או הפריכו: לכל z,w   מרוכבים כך ש-    הביטוי    הוא 
	     מדומה טהור. 
	4. יהיו   ו-   שני מספרים מרוכבים המקיימים   ו-  . הוכיחו כי   הוא מספר מדומה טהור. 
	 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 2 
	1. חשבו:  א.    ב.      
	 
	2. מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות: 
	 
	א.     
	 
	ב.        
	 
	3. נתון כי  . חשבו את הביטוי   . 
	 
	4. נתון כי  . חשבו:   
	 
	מטריצות: 
	 
	5. הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 
	א. סכום שתי מטריצות משולשות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת (מטריצה משולשת הינה מטריצה משולשת עליונה או תחתונה). 
	ב. סכום שתי מטריצות משולשות עליונות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת עליונה. 
	ג. סכום שתי מטריצות משולשות תחתונות מאותו סדר הוא מטריצה משולשת תחתונה. 
	ד. סכום של שתי מטריצות אלכסוניות מאותו סדר הוא מטריצה אלכסונית. 
	ה. סכום של שתי מטריצות יחידה מאותו סדר הוא מטריצת יחידה. 
	 
	6. נתון כי A מטריצה סימטרית ואנטי-סימטרית. מהי A? 
	 
	7. הוכיחו או הפריכו את הטענות הבאות: 
	א. קבוצת המטריצות הסימטריות מסדר n (n פרמטר כלשהוא) סגורה תחת חיבור וכפל בסקלר. 
	ב. קבוצת המטריצות האנטי-סימטריות מסדר n (n פרמטר כלשהוא) סגורה תחת חיבור וכפל בסקלר. 
	 
	הערה: 
	קבוצת מטריצות S סגורה תחת חיבור אם לכל   גם  . 
	קבוצת מטריצות S סגורה תחת כפל בסקלר אם לכל   ולכל סקלר   גם  . 
	בהצלחה! 
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	hw3.doc
	תרגיל מס' 3 
	1. 
	  נתון:    
	 
	חשבו: א.    ב.       ג.   
	2.  מצאו את קבוצת כל המטריצות A מסדר   המתחלפות בכפל עם המטריצה  
	  . 
	3.  תהי  כך ש-  . מהם הערכים האפשריים ל-  ? 
	 
	4.  הוכיחו: 
	א. אם B,A מטריצות מסדר     אזי    אנטי סימטרית. 
	ב. אם B,A מטריצות ריבועיות מאותו סדר ו- A סימטרית אזי   סימטרית. 
	ג. אם B,A מטריצות ריבועיות סימטריות מאותו סדר אזי   סימטרית. 
	 
	5. הוכיחו כי אם A מטריצה ריבועית המקיימת   אזי  . 
	6. הוכיחו או הפריכו:  קיימת מטריצה   כך שמתקיים   . 
	7. למה שווה   עבור   כלשהוא? הוכיחו.  (רמז: הוכחה באינדוקציה) 
	8. הוכיחו או הפריכו: לכל B,A מטריצות ריבועיות מסדר n כלשהוא אם   עבור   מטריצה ריבועית מסדר n, אזי  . 
	 
	9. חשבו את דרגת המטריצה:  
	 
	א.      ב.    
	 
	 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 4 
	1. מצאו את המטריצה ההופכית של המטריצה  . 
	 
	2.  א)קבעו לכל מטריצה עבור אילו ערכי a  היא הפיכה.  
	    ב)  מצאו את המטריצה ההופכית עבור a=1  (באם היא הפיכה עבור a  זה). 
	 
	א.    ב.      
	3. קבעו עבור אילו ערכי a המטריצה  הפיכה .  חשבו את המטריצה ההופכית עבור ערכים אלו. 
	 
	4. תהי   וניתן להציג את A בצורה   כאשר B, C, D, E מטריצות הפיכות ב-  . הוכיחו או הפריכו: A הפיכה. 
	5. יהיו   ו- A הפיכה. הןכיחו או הפריכו:   
	 
	 
	6. א. הוכיחו כי אם A מטריצה הפיכה שסכום אברי כל שורה שלה שווה ל- 1, אזי המטריצה  
	 
	ההופכית שלה מקיימת את אותו התנאי. 
	 
	הדרכה: 
	 
	הוכיחו ראשית כי עבור   מתקיים כי סכום אברי כל שורה ב- A שווה ל- 1 אמ"מ   והעזרו בכך על מנת להוכיח את הנדרש. 
	 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 5 – מערכות משוואות לינאריות 
	2.  עבור אילו ערכי k למערכת יש פתרון יחיד / אין פתרון / אינסוףפתרונות: 
	 
	3. נתונה מערכת בעלת 4 משוואות ב- 4 נעלמים. המערכת המדורגת ששקולה לה היא מן הצורה: 
	    כאשר   מציינת מספר השונה מאפס. העמודה הראשונה מתאימה למשתנה x, השניה ל- y, השלישית ל- z והרביעית ל- w. 
	 
	א. כמה פתרונות יש למערכת הנתונה? 
	ב. איזה נעלם לא יכול להיות נעלם חופשי? 
	ג. כמה פרמטרים (נעלמים חופשיים) נחוצים על מנת להציג את כל הפתרונות של המערכת הנתונה? 
	 
	4. ענו על שאלה 3 כאשר המערכת המדורגת היא מן הצורה  . 
	 
	5. יהי (x,y,z,t)   פתרון של המערכת   המקיים xyz=8 . מצאו את ערך הביטוי x+y+z+t . 
	 
	6. נתונה מערכת משוואות לינארית Ax=0. הוכיחו או הפריכו: אם   פתרונות למערכת, אזי גם   פתרון למערכת. 
	7. נתונה מערכת משוואות לינארית Ax=b. הוכיחו או הפריכו: אם   פתרונות למערכת, אזי אם  אזי גם   פתרון למערכת. 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 6 
	1. חשבו את הדטרמיננטים הבאים: 
	 
	א.   ב.   (עבור   כלשהם) 
	 
	ג.    (דטמיננט מסדר  n ) 
	 
	2. בעזרת דטרמיננט קיבעו עבור אילו ערכי x המטריצה   הפיכה. 
	 
	3. בעזרת דטרמיננט קיבעו עבור אילו ערכי a המטריצה  הפיכה .  חשבו את המטריצה ההופכית עבור ערכים אלו בעזרת המטריצה הצמודה הקלאסית. 
	 
	4. יהי ABC משולש כאשר   . 
	הביעו בעזרת דטרמיננט את שטח המשולש. 
	 
	(רמז: הביטו תחילה בשטח המשולש ABC כאשר     ). 
	 
	5. הוכיחו כי לכל   מתקיים  .  
	  
	הערה: עליכם להוכיח את הטענה עבור המקרה n=3  ספציפית. אין להוכיח את הטענה עבור n כלשהוא ומכאן להסיק את נכונותה עבור n=3 , אלא להוכיחה במפורש עבור n=3. 
	 
	6. נתון כי a ו- b שני מספרים שלמים. הוכיחו כי הביטוי   מתחלק ב- b ללא שארית. 
	 
	7. נתון כי המספרים 2316, 4246, 5983 ו- 9071 מתחלקים ב-193 ללא שארית. הוכיחו כי  
	 
	ערךהדטרמיננט   מתחלק  גם הוא ללא שארית ב- 193 ללא חישוב מפורש של ערך  
	 
	הדטמיננט (כלומר, ע"י שימוש בתכונות דטרמיננטים בלבד). 
	 
	8. הוכיחו או הפריכו: לכל מטריצה ריבועית A,  A הפיכה אמ"ם    הפיכה. 
	 
	9. הוכיחו או הפריכו: לכל מטריצה ריבועית סימטרית  A,  A הפיכה אמ"מ   הפיכה. 
	 
	10. הוכיחו או הפריכו: לכל מטריצה ריבועית A,  A הפיכה אמ"מ   הפיכה. 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 7 
	1. פתרו את מערכת המשוואות הבאה בעזרת כלל קרמר (באם ניתן): 
	 
	  
	 
	מרחבים וקטוריים: 
	 
	2. לגבי כל אחת מן הקבוצות הבאות הוכיחו או הפריכו האם היא מהווה מרחב וקטורים: 
	 
	א.   (קבוצת הפולינומים ממעלה קטנה או שוה ל- n) מעל R עם חיבור פולינומים וכפל פולינומים בסקלר. 
	 
	ב.    עם הגדרת חיבור זוגות וכפל בסקלר מעל R ע"י: 
	        
	ג.    עם הגדרת חיבור זוגות וכפל בסקלר מעל R ע"י: 
	  
	ד. קבוצת כל הפונקציות הממשיות האי זוגיות מעל R. 
	תזכורת :   אי זוגית אם   . 
	ה. קבוצת המטריצות הסימטריות מעל R עם פעולת חיבור מטריצות וכפל מטריצות בסקלר. 
	 
	ו.   עם פעולת חיבור מטריצות וכפל מטריצות בסקלר. 
	 
	3. יהי V מרחב הפונקציות הממשיות מעל R ( ). תהי W תת הקבוצה של V המכילה את פונקציית האפס ואת כל הפונקציות   המקיימות את התנאי ש-   עבור מספר סופי של מספרים ממשיים x. הוכיחו או הפריכו: W תת מרחב של V. 
	 
	4. א. הוכיחו כי מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגנית   עבור   כלשהיא (הקרוי גם מרחב האפס של המטריצה A) הינו תת מרחב של  .  
	תזכורת: מרחב הפתרונות של המערכת ההומוגנית   עבור   כלשהיא, הינו קבוצת הוקטורים   המקיימים  . 
	 
	ב. הוכיחו או הפריכו:  קבוצת הפתרונות של המערכת   עבור   כלשהם הינו תת מרחב של  . 
	 
	 
	5. יהי V מ"ו מעל F.  הוכיחו כי לכל   ולכל    מתקיים: 
	 
	א.  . 
	 
	ב.  . 
	 
	ג. קיים איבר נגדי יחיד ל- v ב- V (שימו לב כי קיום הנגדי נובע מכך ש- V מ"ו ועליכם להוכיח רק את יחידותו!). 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 8 
	 
	1.  יהי     מ"ו ויהי    
	   תת מרחב של V.  מצא משלים ל- W ב- V, הוכיחו את תשובתכם. 
	2.  יהי      מ"ו ויהי   . 
	 
	א. הוכיחו כי W הינו תת מרחב של V. 
	ב. מצאו שני משלימים שונים ל- W ב- V. הוכיחו את תשובתכם. 
	3. הוכיחו או הפריכו : יהיו  U,W  תתי מרחבים במ"ו V  כך ש-   , אזי  . 
	 
	4. הוכיחו או הפריכו : לכל מ"ו V קיימים תתי מרחבים   U,W   כך ש-    וגם  .  
	 
	5. כתבו את  הוקטור     כצירוף לינארי  של איברי הקבוצה  
	                                                   . 
	 
	6. עבור איזה ערך של x מתקיים  ? 
	 
	7. קבעו תנאים על הוקטור     כך ש    . 
	 
	8. האם הוקטורים   פורשים את  ?  
	 
	 
	10. הוכיחו כי אם S היא תת קבוצה של מ"ו V, אזי span(S)   הינו תת מרחב של V, וזהו תת    המרחב הקטן ביותר של V  המכיל את S .  
	 
	הדרכה: 
	ראשית, הוכיחו כי span(S) הינו תת מרחב של V. על מנת להוכיח כי זהו תת המרחב הקטן ביותר של V  המכיל את S, הוכיחו כי לכל תת מרחב של V, W, אם   אזי  . 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 9 
	 
	 
	1. עבור כל קבוצה הראו האם היא ת"ל או בת"ל: 
	 
	א.     מעל המרוכבים. 
	ב.     מעל הממשיים. 
	ג.   . 
	 
	2. עבור אילו ערכי x הקבוצה    בת"ל? 
	 
	3. עבור אילו ערכי a,b הקבוצה    ת"ל? 
	 
	4. במ"ו V נתונים 3 וקטורים    בת"ל. הוכיחו או הפריכו:  גם הוקטורים    בת"ל. 
	 
	5. יהי V מרחב הוקטורים מעל R המורכב מכל הפונקציות הרציפות מהקטע   ל-R. תהי   הפונקציה ב- V המוגדרת ע"י   ותהי ע הפונקציה ב- V המוגדרת ע"י  . הוכיחו או הפריכו:   בת"ל ב- V. 
	 
	א.   
	 
	ב.   
	 
	ג.   
	 
	7. מצאו בסיס ומימד של מרחב הפתרונות של המערכת: 
	  
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 10 
	 
	 
	ב.   
	 
	2. יהיו   ו-   תתי מרחבים של  . מצאו בסיס ומימד ל-  . 
	 
	3. ידוע כי   הינו מ"ו מעל R. מצאו מ"ו איזומורפי ל-  . הוכיחו. 
	 
	4. יהי V מ"ו מעל שדה F ויהי   בסיס של V. הוכיחו או הפריכו: גם    בסיס של V. 
	 
	5. יהיו   ו-   תתי מרחבים של  . הוכיחו או הפריכו: U ו- W  איזומורפיים. 
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	תרגיל מס' 11 
	 
	1. יהי V מ"ו ותהי   קבוצה בת"ל מקסימלית ב- V. הוכיחו כי B בסיס של V. 
	 
	2. יהי V מ"ו מעל שדה F ויהי e בסיס כלשהוא ב-V. הוכיחו כי לכל    מתקיים     . 
	3. מצאו את וקטור הקואודינטות של    ביחס לבסיס 
	  . 
	 
	4. תהי  . 
	 
	א. הוכיחו כי לכל  , S בסיס ל-  . 
	ב. עבור איזה ערך של a מתקיים   כאשר  . 
	5. מצאו את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס   לבסיס  . 
	 
	6. עבור    תהי הפונקציה     המוגדרת ע"י  
	   . האם קיים ערך d שעבורו f  היא העתקה לינארית? 
	 
	7. קבעו עבור כל אחת מן ההעתקות הבאות האם היא לינארית, ואם כן, האם היא איזומורפיזם: 
	 
	א.   המוגדרת ע"י  . 
	ב.   המוגדרת ע"י  . 
	ג.   כאשר ידוע כי   ,  ,  . 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 12 
	 
	1. תהי   העתקה לינארית ונתון: 
	      
	 
	א. חשבו      
	ב. חשבו:   . 
	ג. מצאו בסיס ומימד של   Im(f)  ו-  ( ker(f. 
	 
	ד. האם f  איזומורפיזם? 
	 
	2. יהיו U,V מ"ו מעל שדה F ותהי   ה"ל. הוכיחו כי   תת מרחב של U. 
	 
	3. יהי Vמ"ו מעל שדה F. נגדיר  . הוכיחו כי L(V) הינו מ"ו מעל F ביחס לפעולות חיבור פונקציות וכפל פונקציה בסקלר. מיהו איבר האפס ב- ? 
	 
	4. הוכיחו או הפריכו: אם V מ"ו ממימד אי זוגי אזי לא קיים אופרטור לינארי     כך ש   . 
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	תרגיל מס' 13 
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	תרגיל מס' 1 - מספרים מרוכבים 
	 
	 
	ב.  פעולות יסודיות במרוכבים: 
	יהיו   . חשבו: 
	1.       2.      3.          
	 
	4.   יהיו       .   חשבו     . 
	ג.  פתרון משוואות במספרים מרוכבים: 
	 
	מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה. 
	1.      2.       3.     
	 
	ד.  מקומות גיאומטריים: 
	 
	מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים: 
	1.        2.      3.      
	ה.תכונות המספרים המרוכבים: 
	1.  הוכיחו כי   וחשבו את הביטוי     . 
	2.   הוכיחו או הפריכו: לכל    מרוכבים, קיים k ממשי כך ש-   . 
	3.  הוכיחו כי הביטוי    ממשי טהור לכל z מרוכב. 
	4.  הוכיחו או הפריכו: לכל z,w   מרוכבים המקיימים    
	הביטוי    הוא מדומה טהור. 
	5.   יהי    מספר מרוכב כאשר t ממשי. מהו    ? 
	6.   פשטו את הביטוי     . 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 2 
	 
	 
	1. חשבו:  א.    ב.      
	 
	2. מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות: 
	 
	א.    ב.        
	 
	3.  נתון כי  . חשבו את הביטוי   . 
	 
	4. חשבו את דרגת המטריצה 
	    
	 
	5. פתרו בשיטת האלימינציה של גאוס: 
	 
	א.           ב.     
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 3 
	 
	 
	1.  נתונה מערכת המשוואות: 
	    
	מצא עבור אילו ערכי a  יש למערכת  א) פתרון יחיד  ב)  אינסוף פתרונות  ג) אין פתרון      
	הציגו את הפתרונות במקרים בהם הם קיימים. 
	 
	2.  מצא עבור אילו ערכי k,p,m   למערכת יש  א) פתרון יחיד  ב)  אינסוף פתרונות  ג) אין פתרון      
	            
	 
	3. לכל אחת מן הקבוצות הבאות הוכיחו או הפריכו האם היא מהווה תת-מרחב של   מעל R (עבור n המתאים): 
	א.   
	ב.   
	ג.   
	 
	4. כתבו את  הוקטור     כצירוף לינארי  של איברי הקבוצה   . 
	 
	5. קבעו תנאים על הוקטור     כך ש    . 
	 
	6. עבור כל קבוצה הראה האם היא ת"ל או בת"ל: 
	 
	א.    
	ב.    
	 
	7. עבור אילו ערכי b הקבוצה    בת"ל? 
	 
	8. במ"ו V נתונים 3 וקטורים    בת"ל. 
	    הוכיחו או הפריכו:  גם הוקטורים    בת"ל. 
	    (נסו תחילה לפתור עבור V כלשהוא. במידה ואינכם מצליחים, פתרו עבור  ). 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 4 
	 
	 
	1.  מצאו בסיס ומימד של כל אחד מן המרחבים הבאים: 
	 
	א.   
	ב.   
	 
	2.  מצא בסיס ומימד של מרחב הפתרונות של המערכת 
	            
	 
	 
	 
	4. י הי   קבוע כלשהוא. הוכיחו או הפריכו: 
	  בסיס ל-  . 
	 
	5. יהי   בסיס של מ"ו V מעל שדה F. הוכיחו או הפריכו: 
	גם   בסיס של V. 
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	תרגיל מס' 5 
	 
	 
	1.  לכל אחת מן הקבוצות הבאות עם הפעולות הנתונות, הוכיחו או הפריכו האם היא מ"ו: 
	 
	א.   עם חיבור מטריצות וכפל מטריצות בסקלר מעל R. 
	 
	ב.   עם פעולת חיבור פולינומים וכפל פולינומים בסקלר מעל R. 
	 
	ג.   עם פעולת חיבור פונקציות וכפל פונקציות בסקלר מעל R. 
	 
	ד.   עם פעולת חיבור פונקציות וכפל פונקציות בסקלר מעל R. 
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	תרגיל מס' 6 
	 
	 
	   ב.   
	 
	2.יהיו      
	ו-       תתי-מרחבים של   .  
	מצאו בסיס ומימד של    . 
	 
	מצאו בסיס ומימד של    . 
	4. יהי V מ"ו ולו תתי מרחבים W,U. ידוע כי   . 
	   למה יכול להיות שווה  ? 
	 
	5. הוכיחו או הפריכו:   יהי V מ"ו כלשהוא ממימד אי-זוגי, אזי קיימים תתי מרחבים W,U  של V כך שמתקיים    וגם dimU=dimW. 
	 
	תזכורת:   
	 
	6. עבור    תהי הפונקציה     המוגדרת ע"י  
	   . האם קיים ערך d שעבורו f  היא העתקה לינארית? 
	 
	 
	 
	 
	 
	בהצלחה! 

	page1.pdf
	page2.pdf
	page3.pdf
	page4.pdf
	page5.pdf
	page6.pdf
	hw7.doc
	 
	תרגיל מס' 7 
	 
	 
	1. תהי   העתקה לינארית ונתון:       א. חשבו      
	   ב. חשבו   . 
	   ג. מצאו בסיס ומימד ל-   . 
	 
	2. יהי V מ"ו מעל שדה F ויהי e בסיס כלשהוא ב-V. הוכיחו כי לכל    מתקיים:  
	   א.     ב.   
	3. מצאו את וקטור הקואודינטות של    ביחס לבסיס 
	 . 
	 
	4. מצאו את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס   לבסיס  . 
	5. יהי    אופרטור לינארי המוגדר ע"י   . 
	   יהי    בסיס   ב-   .    חשבו את  . 
	6. יהי    אופרטור לינארי וידוע כי  . 
	נתון כי    בסיס   ב-   .    חשבו את  . 
	7. יהיו     
	    בסיסים במ"ו V ו-    אופרטור לינארי. נתון: 
	  
	    חשבו:  א.     ב.        
	נמקו היטב!!! 
	בהצלחה! 
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	תרגיל מס' 8 
	 
	 
	1. תהי    העתקה לינארית המוגדרת ע"י   . יהיו     ו-   בסיסים של   ו-   בהתאמה.    חשבו את  . 
	 
	2. חשבו את הדטרמיננטים הבאים: 
	 
	א.   ב.   (עבור   כלשהן) 
	ג.    (דטמיננט מסדר  n ) 
	 
	3.  נתונה המטריצה: 
	    
	קבעו עבור אילו ערכי a המטריצה הפיכה. 
	 
	4. קבעו עבור אילו ערכי n המטריצה  הפיכה .  חשבו את המטריצה ההופכית עבור  . 
	5. הוכיחו או הפריכו: אם A מטריצה ריבועית אנטי סימטרית מסדר    ו-   אי-זוגי אזי  . 
	תזכורת: מטריצה ריבועית A היא סימטרית אם  . 
	  מטריצה ריבועית A היא אנטי סימטרית אם  . 
	 
	6. נתון  . חשבו  . 
	 
	7. פתרו את מערכת המשוואות הבאה ע"י שימוש בכלל קרמר: 
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	תרגיל מס' 9 
	 
	 
	1. לכל זוג מטריצות קבעו האם הן דומות או לא: 
	 
	    א.     ב.     
	 
	2. תהיינה B,A מטריצות ריבועיות מסדר n. הוכיחו או הפריכו: 
	   אם A הפיכה אזי לכל B המטריצות  AB  ו-  BA   דומות. 
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	תרגיל מס' 10 
	 
	 
	1. פתרו את מערכת המשוואות הבאה ע"י שימוש בכלל קרמר: 
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	תרגיל מס' 11 
	 
	 
	 
	 
	 
	4.  הוכיחו: 
	א. אם B,A מטריצות מסדר     אזי    אנטי סימטרית. 
	ב. אם B,A מטריצות ריבועיות מאותו סדר ו- A סימטרית אזי   סימטרית. 
	ג. אם B,A מטריצות ריבועיות אנטי-סימטריות מאותו סדר אזי   אנטי-סימטרית. 
	5. הוכיחו או הפריכו: קיימת מטריצה   כך שמתקיים   . 
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	תרגיל מס' 12  
	לא להגשה 
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	תרגיל מס' 1 - מספרים מרוכבים 
	 
	 
	ב.  פעולות יסודיות במרוכבים: 
	יהיו    
	חשבו: 
	1.       2.      3.          
	 
	4.   יהיו       .   חשב     . 
	ג.  פתרון משוואות במספרים מרוכבים: 
	מצאו לכל משוואה את כל פתרונותיה. 
	1.     2.      3.     
	 
	ד.  מקומות גיאומטריים: 
	מהו המקום הגיאומטרי של כל המספרים המרוכבים המקיימים: 
	1.        2.     3.      
	ה.תכונות המספרים המרוכבים: 
	1.  הוכיחו כי    וחשבו את הביטוי     . 
	2.   הוכח או הפרך: לכל    מרוכבים, קיים k ממשי כך ש-   . 
	3.  הוכח כי הביטוי    ממשי לכל z מרוכב. 
	4.  הוכח או הפרך: לכל z,w   מרוכבים המקיימים    
	הביטוי    הוא מדומה טהור. 
	5.   יהי    מספר מרוכב כאשר t ממשי. מהו    ? 
	6.   פשט את הביטוי     . 
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	תרגיל מס' 2 
	 
	מספרים מרוכבים – חזקות ושורשים 
	1. חשבו:  א.    ב.      
	2. מצאו את כל הפתרונות של המשוואות הבאות: 
	א.    ב.        
	 
	חלוקת פולינומים 
	 
	3.  פרק לגורמים את הפולינום      . 
	4.   מצאו מנה ושארית בחילוק של      ב-    . 
	 
	מטריצות 
	 
	5.  עבור כל אחת מהמטריצות הבאות קבע האם היא ריבועית, אלכסונית, סקלרית, משולשית עליונה, משולשית תחתונה, סימטרית או אנטי-סימטרית: 
	א.     ב.     ג.      ד.     
	6. 
	  נתון:    
	 
	חשבו: א.    ב.      
	 
	7.  מצא את קבוצת כל המטריצות B מסדר   המקיימות    עבור    . 
	 
	8.  הוכח או הפרך כל אחת מן הטענות הבאות: 
	א. סכום שתי מטריצות משולשות הוא מטריצה משולשת. 
	ב. סכום שתי מטריצות משולשות עליונות הוא מטריצה משולשת עליונה. 
	סכום שתי מטריצות משולשות תחתונות הוא מטריצה משולשת תחתונה. 
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	תרגיל מס' 3 - מטריצות 
	 הגשה עד:  15.11.2001, 11:00 
	 
	כפל מטריצות 
	 
	1. 
	  נתון:    
	 
	חשבו: א.    ב.       ב.   
	2.  מצא את קבוצת כל המטריצות B מסדר   המקיימות    עבור    . 
	 
	תכונות המטריצות 
	 
	3.  הוכיחו: 
	א. אם B,A מטריצות מסדר     אזי    אנטי סימטרית. 
	ב. אם B,A מטריצות ריבועיות מאותו סדר ו- A סימטרית אזי   סימטרית. 
	ג. אם B,A מטריצות ריבועיות אנטי-סימטריות מאותו סדר אזי    
	אנטי-סימטרית. 
	4. הוכח או הפרך:  קיימת מטריצה   כך שמתקיים   . 
	5. הוכיחו כי עבור B,A מטריצות ריבועיות מסדר n כלשהוא מתקיים   . 
	 
	6. הוכיחו כי אם A מטריצה ריבועית ו- T מטריצה ריבועית הפיכה מאותו סדר אזי   . 
	 
	שאלת בונוס: 
	 
	הוכח או הפרך:   אם A מטריצה הפיכה שסכום אברי כל שורה שלה שווה ל- 1, אזי המטריצה  
	 
	ההופכית שלה מקיימת את אותו התנאי. 
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	תרגיל מס' 4 
	 הגשה עד:  22.11.2001, 11:00 
	 
	מטריצות והפיכות 
	 
	1. חשב את דרגת המטריצה 
	    
	 
	2.  א)קבע לכל מטריצה עבור אילו ערכי a  היא הפיכה.  
	    ב)  מצא את המטריצה ההופכית עבור a=0  (באם היא הפיכה עבור a  זה). 
	 
	א.    ב.      
	   
	מערכות משוואות לינאריות 
	 
	3. פתור בשיטת ההצבה: 
	                
	4. פתור בשיטת גאוס/גאוס-ג'ורדן: 
	   
	5.  נתונה מערכת המשוואות: 
	    
	מצא עבור אילו ערכי a  יש למערכת  א) פתרון יחיד  ב)  אינסוף פתרונות  ג) אין פתרון      
	הציגו את הפתרונות במקרים בהם הם קיימים. 
	 
	6.  מצא עבור אילו ערכי k,p,m   למערכת יש  א) פתרון יחיד  ב)  אינסוף פתרונות  ג) אין פתרון      
	            


	page1.pdf
	page2.pdf
	page3.pdf
	page4.pdf

	ex5.pdf
	ex5.doc
	תרגיל מס' 5 - דטרמיננטים 
	 הגשה עד:  29.11.2001, 11:00 
	 
	1. חשבו את הדטרמיננטים הבאים: 
	 
	א.   ב.     
	ג.    (דטמיננט מסדר  n ) 
	2.  מצא את המטריצה הצמודה הקלאסית של המטריצה    ובעזרתה מצא גם את ההופכית שלה (במידה והיא הפיכה). 
	 
	3.  נתונה המטריצה: 
	    
	בעזרת דטרמיננט קבע עבור אילו ערכי a המטריצה הפיכה. 
	 
	4. הוכח או הפרך: לכל מטריצה ריבועית A,  A הפיכה אמ"ם    הפיכה. 
	 
	5. הוכח או הפרך: לכל מטריצה ריבועית A,   . 
	 
	6. מצא את המטריצה ההופכית של   .  קבע עבור אילו ערכי n טבעיים היא הפיכה. 
	שאלת בונוס: 
	 
	יהי ABC משולש כאשר   . 
	הבע בעזרת דטרמיננט את שטח המשולש. 
	 
	(רמז: הבט תחילה בשטח המשולש ABC כאשר     ). 
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	תרגיל מס' 6  
	 הגשה עד:  5.12.2001 
	משפט קרמר: 
	 
	1. פתור את מערכת המשוואות ע"י שימוש בכלל קרמר: 
	  
	מרחבים וקטוריים ותתי מרחבים - הגדרות: 
	 
	2. לגבי כל אחת מן הקבוצות הבאות הוכח או הפרך האם היא מהווה מרחב וקטורים: 
	 
	א.     עם הגדרת חיבור זוגות וכפל בסקלר מעל R ע"י: 
	  
	ב.  . עם הגדרת חיבור זוגות וכפל בסקלר מעל R ע"י: 
	  
	ג. קבוצת כל הפונקציות הממשיות הזוגיות מעל R. 
	תזכורת :   זוגית אם   . 
	ד.   עם פעולת חיבור וקטורים וכפל וקטור בסקלר. 
	ה.   עם פעולת חיבור מטריצות וכפל מטריצות בסקלר. 
	ו.   עם פעולת חיבור מטריצות וכפל מטריצות בסקלר. 
	 
	3. יהי V מ"ו מעל F.  הוכיחו כי לכל   ולכל    מתקיים  . 
	 
	4. יהיו   איברים שאינם ב-R ונגדיר פעולות חיבור וכפל בסקלר על    
	   ע"י: 
	א. לכל   יוגדרו פעולות החיבור והכפל בסקלר של R. 
	ב.   
	ג.   
	ד.   
	ה.   
	ו.   
	ז.   
	    האם V מ"ו מעל R  ? 
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	תרגיל מס' 7 
	 הגשה עד:  12.12.2001 
	 
	סכום, סכום ישר ומשלים 
	 
	1) הוכח או הפרך:     יהיו  U,W  תתי מרחבים במ"ו V  ו-    ,  אזי  . 
	 
	2) יהי     מ"ו ויהי    
	   תת מרחב של V.  מצא משלים ל- W ב- V, הוכח את תשובתך. 
	 
	 
	צירוף לינארי, תלות לינארית ובלתי תלות לינארית 
	 
	3) כתוב את  הוקטור     כצירוף לינארי  של איברי הקבוצה  
	                                                   . 
	 
	4) קבע תנאים על הוקטור     כך ש    . 
	 
	5) עבור כל קבוצה הראה האם היא ת"ל או בת"ל: 
	 
	א.     מעל המרוכבים. 
	ב.    
	 
	6) עבור אילו ערכי b הקבוצה    בת"ל? 
	 
	7) במ"ו V נתונים 3 וקטורים    בת"ל. 
	    הוכח או הפרך:  גם הוקטורים    בת"ל. 
	 
	8) הוכח: 
	    אם S היא תת קבוצה לא ריקה של מ"ו V, אזי SP(S)   הינו תת מרחב של V, וזהו תת   
	    המרחב הקטן ביותר של V  המכיל את S .  


	page1.pdf
	page2.pdf
	page3.pdf
	page4.pdf
	page5.pdf
	page6.pdf

	ex8.pdf
	ex8.doc
	תרגיל מס' 8 
	 הגשה עד:  19.12.2001 
	 
	   ב.   
	 
	2.יהיו 
	     ,   
	  
	   תתי-מרחבים של   . מצא בסיס ומימד של    . 
	 
	3. יהי V מ"ו ולו תתי מרחבים W,U. ידוע כי   . 
	   למה יכול להיות שווה  ? 
	 
	4. הוכח או הפרך:   יהי V מ"ו ממימד אי-זוגי, אזי קיימים תתי מרחבים W,U  של V כך 
	   שמתקיים    וגם dimU=dimW. 
	 
	וקטורי קואורדינטות ומטריצות מעבר בין בסיסים: 
	 
	5. יהי V מ"ו מעל שדה F ויהי e בסיס כלשהוא ב-V. אזי, לכל    מתקיים  
	     . 
	6. מצא את וקטור הקואודינטות של    ביחס לבסיס 
	  . 
	 
	7. מצא את מטריצת שינוי הבסיס מהבסיס   לבסיס  
	   . 
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	תרגיל מס' 9 – העתקות לינאריות 
	 הגשה עד:  27.12.2001 , 11:00 
	1. עבור    תהי הפונקציה     המוגדרת ע"י  
	   . האם קיים ערך d שעבורו f  היא העתקה לינארית? 
	2. תהי   העתקה לינארית ונתון:       א. חשב      
	   ב. חשב   . 
	   ג. מצא בסיס ומימד ל-   . 
	3. יהי    אופרטור לינארי המוגדר ע"י   . 
	   יהי    בסיס   ב-   .    חשבו את  . 
	4. יהיו     
	    בסיסים במ"ו V ו-    אופרטור לינארי. נתון: 
	  
	    חשב:  א.     ב.       נמק!!! 
	5.  תהי   העתקה לינארית כאשר U,V  מ"ו מעל F.  הוכח כי ker T    הוא תת-מרחב 
	    ב- V. 
	 
	6. הוכח או הפרך: לכל מ"ו V קיים אופרטור לינארי     כך ש   . 
	 
	7. תהיינה B,A מטריצות ריבועיות מסדר n. הוכח או הפרך: 
	   אם A הפיכה אזי לכל B המטריצות  AB  ו-  BA   דומות. 
	 
	8. לכל זוג מטריצות קבעו האם הן דומות או לא: 
	 
	    א.     ב.     


	page1.pdf
	page2.pdf
	page3.pdf
	page4.pdf
	page5.pdf

	ex10.pdf
	ex10.doc
	תרגיל מס' 10 – ערכים עצמיים ווקטורים עצמיים 
	 הגשה עד:  3.1.2002 , 11:00 
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	תרגיל מס' 11  
	 הגשה עד:  10.1.2002 , 11:00 
	 
	לכסון אופרטורים לינאריים 
	 
	 
	מרחבי מכפלה פנימית, אורתוגונליות ואורתונורמליות 
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	תרגיל מס' 12  
	 הגשה עד:  17.1.2002 , 11:00 
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	תרגיל מס' 13  
	 הגשה עד:  24.1.2002 , 11:00 
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