מבני נתונים - תרגול
החומר המופיע כאן לקוח מהתרגולים שהעבירה כרמל קנט בסמסטר א' תשס"ד. כתיבה ועריכה: עילאי הנדין. אשמח לקבל תגובות ותיקונים, אם הדבר דרוש, לכתובת ilai@netvision.net.il . אתר הסיכומים באינטרנט: http://www.geocities.com/cshaifa .
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יחידת זמן קבועה – הסיבוכיות אינה תלויה בגודל הקלט.

מבנה נתונים אבסטרקטי – תיאור מבנה נתונים ללא מימוש. קובץ ה header הוא מבנה הנתונים האבסטרקטי. קובץ ה cpp הוא המימוש.
דוגמא – מחסנית

הגדרת מבנה נתונים אבסטרקטי על מחסנית:

Pop()

Push()

IsEmpty()

	C

	B

	A

	


LIFO – Last In First Out

מימוש המחסנית:

מימוש בעזרת מערך:

נשתמש במערך. הגדרת מצביע לראש המחסנית. ראש המחסנית יצביע למקום הריק הבא.

	C

	[image: image493.wmf]a

B

	A

	


יתרון: המימוש פשוט.

[image: image494.wmf]b

חיסרון: לא בור ללא תחתית – המקום יגמר.

פתרון: הגדרת משתנה שיכיל את מספר התאים הפנויים במערך. אם המקום נגמר, נגדיר מערך חדש כפול מהקודם ונעביר אליו את האיברים.

פתרון לא יעיל – בזבזנות גם מבחינת זמן וגם מבחינת מקום.

מימוש בעזרת רשימה מקושרת:

Push(x)


Temp=New element(x) הקצה מקום 


Temp -> next = head;


Head=temp;

Pop()


If  IsEmpty()



Write ("underflow);


Temp=head->key;


Head=head->next;


Return temp;

(בפסאודו קוד לא צריך לדאוג לעניין של שחרור זיכרון)

תור Queue

אוסף של איברים עם חשיבות לסדר.

FIFO – First In First Out
מימוש באמצעות מערך:
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Insert(x)


Rear++;


Queue[rear]=x;

Remove()


Return Queue[front];


Front++;

חיסרון: המצביעים של הקדימה והאחורה מתקדמים כל הזמן וגם אם יש זיכרון, בסופו של דבר לא יהיה מקום חדש להקצות.

פתרון: לעשות shift – להזיז את כל האיברים – פתרון מאוד לא יעיל. ניתן לשפר את העניין על ידי הזזה של כל הנתונים רק כשמגיעים לסוף המערך.

מימוש באמצעות מערך מעגלי:

Insert(x)


Q[rear]=x;


Rear=(rear+1)%n; או (rear%n)+1;

Remove();


Return Q[front];


Front=(front+1)%n;

חיסרון: במערך בגודל סטטי המקום יכול להיגמר.

מימוש באמצעות רשימה מקושרת מעגלית:


[image: image1]
Insert(x)


Temp=new element(x);


If(isempty())



Temp->next=temp;


Else



Temp->next=rear->next;



Rear->next=temp;



Rear=temp;

Remove()


(בדיקה אם התור ריק)


X=front->key;


If(rear->next != rear) – בדיקה שהאיבר לא מצביע על עצמו



Rear->next=front->next;


Else



Rear=null;


Front=front->next;
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(בחרנו ערכים כלשהם שעבורם המשוואה תהיה נכונה. מספיק למצוא ערכים כלשהם שיתאימו. הצמצום נעשה לשם הנוחות בלבד).
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טור חשבוני:
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טור גאומטרי:
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נוסחאות נסיגה
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באלגוריתם רקורסיבי נבנה נוסחאות נסיגה: 
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1. השיטה האיטרטיבית:
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מפסיקים כאשר 
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סדרי גודל
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for (k=n;k>1;k/=5)               // 
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for (j=1;j<=logn;j++)        // logn



for (m=1;m<=n/3;m++) {   // n/3=O(n)




a=b*b;               // O(1)



}
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2. עץ קריאות
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(ואת נוסחת הנסיגה הזאת כבר ראינו)
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נתחו את הסיבוכיות של הקוד הבא:

for (k=2;k<=n;k*=2)         // 
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גרף 
[image: image46.wmf])
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E – קשתות

V – קודקודים

דרגה של צומת – מספר הקשתות היוצאות ממנו.
עץ חופשי – גרף לא מכוון, קשיר, ללא מעגלים.
תכונה: 
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 (מספר הקשתות הוא מספר הצמתים פחות 1).

עץ מושרש – אנו מגדירים את אחד הצמתים להיות השורש.

בעץ מושרש ישנם יחסי אב – בן.

אב קדמון – כל צומת שאפשר להגיע אליו בטיפוס במעלה העץ. עבור כל צומת כל האבות הקדמונים שלו הם כל הצמתים הנמצאים במסלול בינו ובין השורש.

LCS – Lowest common ancestor – אב קדמון משותף הכי נמוך


[image: image48]
צומת שאין לו בנים נקרא "עלה".

צומת שיש לו לפחות בן אחד (חוץ מהשורש) נקרא "צומת פנימי".
עומק של צומת – אורך המסלול מהצומת לשורש.

עומק של עץ – העומק המקסימלי בין כל הצמתים.

עץ כללי – עץ בו דרגת הצמתים אינה מוגבלת – מספר הבנים אינו מוגבל.
עץ K-ארי – מספר הבנים הוא לכל היותר K.

עץ בינארי – לכל היותר יש שני בנים לכל צומת.

עבור כל צומת פנימי, נגדיר האם הוא בן שמאלי או בן ימני.

עץ בינארי מלא – לכל צומת שאינו עלה יש בדיוק 2 בנים.

עץ בינארי שלם – עץ בינארי מלא, כאשר כל העלים הם באותו עומק.

עץ בינארי כמעט שלם – הדרגה התחתונה מלאה משמאל עד לאיזשהו מקום. צריכים למלא את העלים קודם משמאל.

עץ בינארי מאוזן

	גובה
	מס' צמתים עד לרמה זו

	0
	1

	1
	2-3

	2
	4-7

	3
	8-15
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[image: image51]
עץ מאוזן בעל 
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 צמתים יהיה בעל גובה 
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מימוש באמצעות מערך
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עבור צומת i:
הבן השמאלי נמצא באינדקס 
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היתרון הוא שאפשר להגיע ב 
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 לאבות קדמונים.
החיסרון הוא שעץ לא מאוזן מבזבז הרבה מקום.

מימוש בעזרת מצביעים
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[image: image58]
עץ כללי – מימוש באמצעות רשימה מקושרת של מצביעים:
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מימוש בן שמאלי אח ימני

עבור כל צומת:

· מצביע לבן שמאלי

· מצביע לאח ימני
· מצביע לאב

[image: image59]
טיולים בעץ

Pre Oreder – צומת נוכחי, בן שמאלי, בן ימני.

Post Order – בן שמאלי, בן ימני, צומת נוכחי.

In Order – בן שמאלי, צומת נוכחי, בן ימני.


[image: image60]
Pre – 013462578
Post – 3641278520

In- 314602758
calc_dist(i)

{


if (i==NULL) return;


if (i->father==NULL) i->dist=0;


else {



i->dist=i->father->dist+1;



calc_dist(i->left);



calc_dist(i->right);


}

}
עץ בינארי שבו תוכן הצמתים בתת העץ השמאלי קטן מתוכן צומת האב ואילו תוכן הצמתים בתת העץ הימני גדול מתוכן צומת האב.

[image: image61]
הצורה הטובה ביותר לעבור עליו: In Order.
תרגול 4
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ערימה בינארית

· עץ בינארי כמעט שלם

· ממומש ע"י מערך (השורש נמצא המקום 1 במערך)
· נתחזק את גודל המערך
· נתחזק את גודל הערימה
· גובה הערימה 
[image: image62.wmf])
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[image: image63]
תכונת הערימה

בערימת מקסימום ערך כל צומת אינו קטן מערכי שני בניו (מקסימום הערימה מאוחסן בשורש).

פעולות על ערימה

1. בניית ערימה 
[image: image64.wmf])
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2. הוספת איבר 
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3. בדיקת מהו המקסימום 
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4. הוצאת המקסימום 
[image: image67.wmf])
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Heapify – פעפוע


[image: image68]
Heapify:

· מקבלת אינדקס 
[image: image69.wmf]i


· תכונת הערימה נשמרת מעליו
· תכונת הערימה נשמרת בשני תתי העצים שמתחתיו
if (heap[2i]>heap[2i+1])


swap(i,2i)

else


swap(i,2i+1)
התיקון
· החלפת האיבר במקום 
[image: image70.wmf]i

 עם הבן הגדול יותר.

בניית ערימה


[image: image71]
נתחיל מהעלים. כל אחד מהעלים הוא ערימה מסודרת בפני עצמה. משם נעלה כל שלב למעלה. סיבוכיות הבניה: 
[image: image72.wmf])
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שאלה:

1. בקורס יש 
[image: image73.wmf]n

 סטודנטים. לכל סטודנט ציון (מס' שלם 0-100). המרצה מעוניין למצוא את 
[image: image74.wmf]m

 המצטיינים. יש לאפשר פעולה של הוספת סטודנט ועדכון ציון של סטודנט.

פתרון:

· בניית ערימת מקסימום בגודל 
[image: image75.wmf]n
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 הוצאות מערימת המקסימום לערימת המינימום.
· הוצאה אחת: 
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2. המרצה רוצה להדפיס את 
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 הציונים המצטיינים.
פתרון:
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נבנה ערימת מצטיינים בגודל 
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באתחול היא תכיל רק את שורש הערימה הכללית.

בלולאה מ 1 עד 
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· הוספת 2 הבנים של המקסימום מהערימה הכללית לערימת המצטיינים 
[image: image93.wmf])

(log

m

O


· סה"כ: 
[image: image94.wmf])

log

(

m

m

n

O

+


בכל שלב נוציא את השורש מערימת המצטיינים ונוסיף לערימה מצביעים לשני הבנים שלו. כך נעשה 
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 פעמים.
ערימה בינומית

אוסף של עצים בינומים.

עץ בינומי 
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 צמתים בעומק 
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4. דרגת השורש היא 
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 - הדרגה הכי גבוהה בעץ.
5. הבנים של השורש הם עצים בינומים.
6. אם מספר הצמתים בעץ 
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· אוסף של עצים בינומים שונים בגודלם.

· ערימה בינומית עם 
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מציאת מקסימום:
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מיונים
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קלט: 
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 אובייקטים בסדר כלשהו.
פלט: 
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 האובייקטים ממויינים לפי מפתח כלשהו בסדר עולה או יורד.

מאפייני המיון:

1. מיון במקום – המיון לא דורש יותר מ 
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 מקום בנוסף לקלט.
2. מיון השוואה – מיקומו של כל איבר נקבע ע"י השוואת איברים.
משפט: מיון המבוסס על השוואות בלבד של 
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 מפתחות יקח 
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3. מיון יציב – אם יש איברים זהים על פי סדר מסויים, הם יהיו על פי הסדר גם לאחר המיון. לדוגמא: הקלט 
[image: image132.wmf]c

b

a

053

13

3

 יהיה 
[image: image133.wmf]5

3

3

013

c

b

a

. זהו מיון אשר לא משנה סדר יחסי של איברים בעלי מפתחות זהים.

מיוני 
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מיון Max (במקום, השוואה, ניתן למימוש כיציב)
בכל איטרציה מקטינים את המערך שעליו מחפשים ב 1.
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מיון בועות (במקום, השוואה, יציב)
swapped=true;

for(i=(n-1);(i>0) && swapped;i--) {


swapped-false;


for(j=0;j<1;j++) {



if(A[j]>A[j+1]) {




swapped=true;




swap(A[j],A[j+1]);



}


}

}

מיון הוספה
מתחילים ממערך ממויין בגודל 1. בכל שלב מוסיפים איבר למערך הממויין: ממקמים אותו ומגדילים ב1את המערך הממויין.

524613

254613

245613

for(j=2;j<n;j++) {


key=A[j];


i=j-1;


while((i>0) && (A[i]>key)) {



A[i+1]=A[i];



i=i-1;


}


A[i+1]=key;

}
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ולכן 
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 הוא החסם התחתון למיונים אלו.
מיון ערימה (במקום, השוואה, לא יציב)
בניית ערימה: 
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מיון מיזוג (אפשר במקום, השוואה, יציבות תלויה במימוש)
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mergesort(array,from,to)

{


if(from<to) { // יש לפחות 2 איברים


mid=(from+to)/2;  // חציון


mergesort(array,from,mid);



mergesort(array,mid+1,to);



merge(array,from,mid,to); // מיזוג

}

}

מיון מהיר (במקום, השוואות, לא יציב)
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 במקרה הממוצע.

בכל שלב ממיינים 
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בוחרים Pivot מתוך 
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נסדר את 
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בתאים 
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 כל האיברים הקטנים מה Pivot.


בתאים 
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 כל האיברים הגדולים ושונים מה Pivot.
quicksort(array,l,r)

{


if(l>=r) return;


p=choosepivot(array,l,r);


i=partition(array,l,r,p);


quicksort(array,l,i-1);


quicksort(array,i,r);

}

דוגמא:
7,11,12,9,6,10,3,2,8,1

נניח שהאלגוריתם תמיד יבחר באיבר השמאלי להיות ה Pivot.

Pivot=7

בודקים משני הצדדים. משמאל האיברים צריכים להיות קטנים ומימין גדולים או שווים. נחליף את האיברים אם הם לא מתאימים.
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מיון מניה (לא במקום, אין השוואות, יציב)
1. לכל 
[image: image170.wmf]i

 מ 1 עד 
[image: image171.wmf]k

 
[image: image172.wmf]0

]

[

¬

i

C

. 
[image: image173.wmf])

(

k

O


לכל 
[image: image174.wmf]i

 מ 1 עד 
[image: image175.wmf]n

 
[image: image176.wmf]+

+

]]

[

[

i

A

C

. 
[image: image177.wmf])

(

n

O


A:
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	2
	6
	5
	2
	1
	2
	1
	6


C:
	6
	5
	4
	3
	2
	1


	2
	1
	0
	0
	3
	2


2. לכל 
[image: image178.wmf]i

 מ 2 עד 
[image: image179.wmf]k

 
[image: image180.wmf]]

1

[

]

[

]

[

-

+

¬

i

C

i

C

i

C


C:
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	8
	6
	5
	5
	5
	2


3. לכל 
[image: image181.wmf]i

 החל מ 
[image: image182.wmf]n

 עד ל 1 
[image: image183.wmf]-

-

¬

]]

[

[

]

[

]]]

[

[

[

i

A

C

i

A

i

A

C

B

    
[image: image184.wmf])

(

n

O


6 במקום השמיני:

C:
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	7
	6
	5
	5
	5
	2


B:
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	6
	
	
	
	
	
	
	


1 במקום השני:

C
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	7
	6
	5
	5
	5
	1


B:
	8
	7
	6
	5
	4
	3
	2
	1

	6
	
	
	
	
	
	1
	


וכך הלאה

אם 
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 הוא קבוע ניתן להפוך את האלגוריתם למיון במקום (אבל אז לא תהיה יציבות).

מיון בסיס Radix Sort
נתונים 
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שיטות גיבוב טובות
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 ניתן לבחירה שלנו.
3. גיבוב אוניברסלי. מראש מכינים קבוצה של פונקציות גיבוב ובזמן ריצה בוחרים באופן אקראי פונקציית גיבוב מתוך הקבוצה.
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2. נפעיל מיון בסיס.
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 רק אם 
[image: image219.wmf]x

 קטן או שווה לערך שבראש 
[image: image220.wmf]2

stack

.

מינימום 
[image: image221.wmf]¬

 הערך שבראש 
[image: image222.wmf]2

stack

.

הוצאה: תמיד 
[image: image223.wmf]()

pop

 מ 
[image: image224.wmf]1

stack

. אם הערך שמוציאים יושב בראש 
[image: image225.wmf]2

stack

, 
[image: image226.wmf]()

pop

 ל 
[image: image227.wmf]2

stack

.

שאלה 2:
לעשות בדיקה שלא עוברים על אותה קשת פעמיים.
שאלה 3:

להפוך את הרשימות ולבדוק מהסוף.

בניית ערימה בינומית

לוקחים את גודל הקבוצה ומחלקים אותו על פי הייצוג הבינארי שלו: 
[image: image228.wmf])
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בעיית המילון

מילון מאחסן אוסף רשומות מהטיפוס (מפתח, אינפורמציה).

פעולות:

· הכנסת איבר למילון.

· הוצאת איבר מהמילון.
· חיפוש איבר.
· מציאת מינימום.
· מציאת מקסימום.
· מציאת עוקב ל 
[image: image230.wmf]x

.
· מציאת קודם ל 
[image: image231.wmf]x

.
עצי חיפוש – משפחה של מימושים למבנה הנתונים האבסטרקטי "מילון".

עץ חיפוש בינארי

תכונה בסיסית – עבור כל צומת בעץ כל המפתחות בתת העץ הימני גדולים ממנו (או שווים לו) וכל המפתחות בתת העץ הימני קטנים ממנו (או שווים לו).


[image: image232.wmf])
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[image: image234.wmf])
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 במקרה הממוצע.


[image: image235]
חיפוש איבר
מתחילים מהשורש. משווים את 
[image: image236.wmf]x

 לצומת הנוכחי. אם הם שווים אז מצאנו. אחרת עוברים לבן שמאלי או ימני (בהתאם להשוואה). ממשיכים עד שמצאנו או שהגענו ל Null.
סיבוכיות 
[image: image237.wmf])
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הכנסת איבר

מבצעים חיפוש של 
[image: image238.wmf]x

. כשמגיעים ל Null זהו המקום בו צריך להוסיף את 
[image: image239.wmf]x

.

מציאת עוקב ל x
נבחן שני מקרים:

1. אם ל x יש בן ימני: y, אזי העוקב הוא המינימום של תת העץ ששורשו y.
2. אם ל x אין בן ימני – מטפסים מ x למעלה, כל עוד עוברים מבן ימני לאביו. הצומת הראשונה ש x נמצא בתת העץ השמאלי שלה היא העוקב ל x.
סיבוכיות: 
[image: image240.wmf])
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מציאת קודם ל x
נבחן שני מקרים:

1. אם ל x יש בן שמאלי: y, אזי הקודם הוא המקסימום של תת העץ ששורשו y.

2. אם ל x אין בן שמאלי – מטפסים מ x למעלה, כל עוד עוברים מבן שמאלי לאביו. הצומת הראשונה ש x נמצא בתת העץ הימני שלה היא הקודם ל x.
סיבוכיות: 
[image: image241.wmf])

(

h

O

.

מחיקת איבר x
נחפש את x. נבחן 3 מקרים:

1. אם ל x אין בנים, נמחק את x.
2. אם ל x יש בן אחד, מוחקים אותו ושמים באבא שלו מצביע לבן של x במקום המצביע ל x.

[image: image242]
3. אם ל x יש שני בנים: נמצא את העוקב (או הקודם) של x. ידוע שלעוקב אין שני בנים. לכן נוציא אותו ממקומו לפי אחד משני הסעיפים הקודמים. נחליף את y ב x.

[image: image243]
סה"כ: 
[image: image244.wmf])
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מהו h?


[image: image245]
גובה 2.


[image: image246]
גובה 4.
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כשמכניסים את האיברים על פי הסדר: 
[image: image248.wmf])
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כשמכניסים בצורה אקראית: 
[image: image249.wmf])
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הממוצע הוא 
[image: image250.wmf])
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מיון באמצעות עץ חיפוש בינארי
1. בניית עץ חיפוש: 
[image: image251.wmf])
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2. inorder 
[image: image252.wmf])

(

n

O

 - נותן את רשימת האיברים בסדר עולה.
שאלה

נתון עץ חיפוש בינארי. רוצים לבנות עץ בינארי שיראה כך (עץ הפוך):


[image: image253]
פתרון: עוברים על כל הצמתים ברקורסיה ומחליפים את הצדדים של הבנים.
שאלה

תאר מחיקת צומת כאשר אין תחזוק של מצביע לאבא.

פתרון:

במקרה שיש רק בן אחד:


[image: image254.wmf])
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 חיפוש.


[image: image255.wmf])
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 חיפוש הכולל תחזוקת מצביע לאבא.

במקרה שיש שני בנים:


[image: image256.wmf])
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 חיפוש כולל תחזוקת אביו של x.


[image: image257.wmf])
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 חיפוש כולל תחזוקת אביו של y.


[image: image258.wmf])
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 החלפתם.

שאלה

תאר אלגוריתם לא רקורסיבי יעיל המבצע inorder על עץ חיפוש בינארי.

פתרון:

[image: image534.wmf]4
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inorder(x)

[image: image535.wmf]1
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{


x<-min(x);

[image: image536.wmf]b


while (x!=NULL)


{



print(x);



x<-succesor(x);


}

}
שאלה

כתוב אלגוריתם המקבל עץ בינארי ובודק האם הוא עץ חיפוש בינארי וגם מחזיר את הערך המינימלי והמקסימלי שלו.

תשובה:

ret,min,max<-is_binary(x)

{


if (x->left!=NULL)


{



(ret,min,left_max)<-is_binary(x->left)



if ret==FALSE




return(FALSE,NULL,NULL)


}


else  // x->left==NULL


{



min=x->key



left_max=x->key


}


if (x->right!=NULL)


{



(ret,right_min,max)<-is_binary(x->right)



if ret==FALSE




return (FALSE,NULL,NULL)


}


else


{



max=x->key;



right_min=x->key


}


if right_min<x->key OR left>x->key



return FALSE


return (TRUE,min,max)
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[image: image259]
B Tree – עץ מאוזן שכל אחד מצמתיו מוגבל לגודל ה Page (גודל הזיכרון שאפשר להסיע כל פעם מהזיכרון המשני לראשי).

עץ B
1. עץ מושרש.

2. כל צומת מכיל את האינפורמציה:
· מספר מפתחות 
[image: image260.wmf]1

-

k


· המפתחות עצמם בסדר לא יורד.
· האם הצומת הוא עלה.
· אם הצומת פנימי, מצביעים לילדים (
[image: image261.wmf]k

).
· המפתחות הם מפרידי תחומים (ערכי הילדים הם בין ערכי המפתחות).
· כל העלים הם באותו עומק.
· לכל צומת יש בין 
[image: image262.wmf]t

 ל 
[image: image263.wmf]t

2

 בנים, כלומר בין 
[image: image264.wmf]1

-

t

 ל 
[image: image265.wmf]1
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 מפתחות.
3. גובהו 
[image: image266.wmf]n
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, כלומר נמוך יותר מעץ חיפוש בינארי 
[image: image267.wmf]2

³

t

. אם 
[image: image268.wmf]t

 קבוע 
[image: image269.wmf])
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. סיבוכיות הפעולות: 
[image: image270.wmf])
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עץ 2-3-4 (מקרה פרטי של עץ B)
פעולות על עץ 2-3-4

בכל צומת יכולים להיות 1,2,3 מפתחות ו 2,3,4 ילדים.



[image: image271]
חיפוש (x)

מתחילים מהשורש. משווים את x לצומת הנוכחי באופן הבא:

· משווים ל 
[image: image272.wmf]1

k

. אם שווים – מצאנו.
· אם 
[image: image273.wmf]1

k

x

<

, חפש רקורסיבית ב 
[image: image274.wmf]0

T

.
· אם 
[image: image275.wmf]1

k

x

>

, משווים ל 
[image: image276.wmf]2

k

 וכך הלאה.
· ...
· נעשה זאת עד שנמצא או עד שנגיע ל Null (בן של עלה).
הוספה (x)

· מתחילים מהשורש. אם הוא מלא – מפצלים אותו (הדרך היחידה להגדלת גובהו של עץ B. תמיד הוא גדל מהשורש ולא מהעלים.

· יורדים במסלול החיפוש וכל פעם שנתקלים בצומת מלא – מפצלים.
· כשמגיעים לעלה (אם היה מלא, פיצלנו) מוסיפים את המפתח החדש.
פיצול צומת מלא


[image: image277]
המפתח החיצוני (
[image: image278.wmf]2

k

) עובר לאבא ושני המפתחות שנשארו מתפצלים לשני בניו.


[image: image279]
אם אין לצומת אבא ניצור צומת חדש עם 
[image: image280.wmf]2

k

 וגובהו של העץ גדל ב 1.

[image: image281]
נבנה עץ:

3,7,4,18,23,5,2,15,14,9

שלב 1:


[image: image282]
שלב 2:


[image: image283]
שלב 3:


[image: image284]
שלב 4:


[image: image285]
שלב 5:


[image: image286]
מינימום (של תת עץ שראשו x)

מתחילים מ x. עוברים לבן השמאלי (
[image: image287.wmf]0

T

) שוב ושוב עד שמגיעים לעלה. המפתח השמאלי בעלה הוא המינימום.
מחיקה (x)

1. אם x נמצא בצומת פנימי, נחליפו בעוקב / קודם שלו ונמחק את העוקב / קודם.
· אם לקודם יש יותר ממפתח אחד

· נחליף את הקודם 
[image: image288.wmf]4

k

 ב 
[image: image289.wmf]2

k

 (ונמחק את 
[image: image290.wmf]2

k

). את הוצאת 
[image: image291.wmf]4

k

 נפעיל רקורסיבית עד העלה.
· אם לקודם יש מפתח אחד ולעוקב יש יותר ממפתח אחד
· החלף את 
[image: image292.wmf]5

k

 ב 
[image: image293.wmf]2

k

 ונטפל בהוצאת 
[image: image294.wmf]5

k

 רקורסיבית עד העלה.
· אם גם לעוקב וגם לקודם יש רק מפתח אחד:

[image: image295]
· נמזג את 
[image: image296.wmf]2

k

 עם 
[image: image297.wmf]4

3

,

k

k

 ונמחק את 
[image: image298.wmf]2

k

 רקורסיבית:


[image: image299]
2. מחיקה מעלה.

· אם בעלה יש יותר ממפתח אחד, נמחק את x.

· אם בעלה יש מפתח אחד:
1. יש ל x אח צמוד שיש לו יותר ממפתח אחד.

2. אם להורה של x יש יותר ממפתח אחד:

[image: image300]
3. גם לאבא וגם לאח יש רק מפתח אחד:


[image: image301]
מחברים את האח (היחיד) לאבא. אם זה השורש – סיימנו. אחרת – קיבלנו עלה בעומק שווה מכל העץ ולכן ממשיכים:

· עזרה מאח (לאח של האבא יש יותר ממפתח אחד):


[image: image302]
· עזרה מהורה. לאחים של האבא יש רק מפתח אחד, אבל לאב של האבא יש יותר:


[image: image303]
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עץ אדום שחור

· עץ חיפוש בינארי.

· כל צומת הוא אדום או שחור.
· צביעה מבטיחה שאין אף מסלול בעץ (מהשורש לעלים) הארוך פי שניים מאחר.

· עץ כמעט מאוזן.

· 
[image: image304.wmf])
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· גובה שחור – מס' הצמתים השחורים מצומת לעלה (לא כולל הצומת) 
[image: image305.wmf])
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1. כל צומת אדום או שחור.

2. כל עלה (Null) הוא שחור.
3. אם צומת אדום, שני ילדיו שחורים.
4. כל מסלול פשוט מצומת לעלה מכיל מספר זהה של צמתים שחורים.
תכונת "גובה שחור"


[image: image306]
למה:

עץ אדום שחור בעל 
[image: image307.wmf]n

 צמתים (פנימיים) גובהו לכל היותר 
[image: image308.wmf])
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רוטציה

שומרת על הסדר של עץ החיפוש הבינארי.

רוטציה שמאלית:

מסתמכת על ההנחה שהבן הימני של "ציר הרוטציה" אינו Null.


[image: image309]
אחרי הרוטציה:


[image: image310]
רוטציה ימנית

הבן השמאלי של "ציר הרוטציה" אינו Null.


[image: image311]
אחרי הרוטציה:


[image: image312]
הכנסת X
1. הכנסת X במקום המתאים כמו בעץ חיפוש בינארי רגיל ובצבע אדום.

2. בצע תיקונים מלמטה למעלה, אם יש שני אדומים רצופים.
· רוטציות.

· צביעות מחדש.
תיקון אם צומת אדום וגם אביו אדום:
· הצפת אדום האב כלפי מעלה.

· עצירה: התקזזות עם הדוד.
בסוף הלולאה: השורש שחור.

[image: image313]
הערה: האב האדום של X הוא בן שמאלי (של הסבא).

1. הדוד אדום

[image: image314]
· נצבע את האבא והדוד בשחור.

· נצבע את הסבא באדום.
· X מצביע על הסבא (ממשיכים למעלה).

[image: image315]
מקרה 2: הדוד שחור, X הוא בן ימני.


[image: image316]
· רוטציה שמאלית של אביו של X (A).
· X מצביע על האבא של X – עוברים למקרה 3.

[image: image317]
מקרה 3: דוד שחור, X הוא בן שמאלי של אביו.


[image: image318]
· רוטציה ימינה על הסבא של X.

· החלפת צבעים בין אבא של X ובין סבא של X. גמרנו.

[image: image319]
מחיקת Y
· מחיקה לפי כללי מחיקה בעץ חיפוש בינארי.
· היה בן אחד אמיתי – X (לכל היותר), בשל כללי המחיקה בעץ חיפוש בינארי.
· האבא של Y יהיה האבא של X.
· אם Y היה השורש, X יהיה השורש.

· אחרת: אם Y היה בן ימני, X יהיה בן ימני ולהיפך.
· אם Y הוא העוקב שהתחלף, נעתיק ל Y את כל נתוני הצומת שנמחק (מלבד הערך).
אם Y היה אדום – גמרנו.

אם Y היה שחור: תיקון העץ – fixup(T,X)

בודקים כל עוד X שחור. אם X אדום או השורש – צובעים בשחור וסיימנו.

התכונה שאנו רוצים לתקן היא התכונה הרביעית – לא בכל מסלול מצומת לעלה בעץ יש מספר זהה של צמתים שחורים.
הערה: 8 מקרים: 4 מקרים אם X הוא בן שמאלי לאביו החדש ו 4 מקרים אם X הוא בן ימני לאביו החדש.

X שחור, Y היה שחור
מכיוון שיש בעיה עם תכונה 4 – נוסיף שחור ל X.

מטרתנו: להזיז את השחור העודף במעלה העץ עד ש:

1. X יצביע על אדום – נצבע אותו בשחור וגמרנו.

2. X יהיה השורש – נסלק את השחור העודף.
3. רוטציות ושינויי צבע.
יהי W אח של X (ל X יש אח כי X שחור עודף).

מקרה 1: W הוא אדום.

[image: image320]
· נחליף את צבעי W ואבא של X.

· רוטציה שמאלית על אבא של X.

[image: image321]
מקרים 2,3,4 נבדלים בצבעים של בני W:

מקרה 2:

W שחור ו 2 בניו שחורים (ל W לא יכול להיות רק בן שחור אחד).

- הורד שחור מ W ו X והוסף לאבא של X.


- W הופך משחור לאדום.


- בתמורה 
[image: image322.wmf])
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 (האבא) יהפוך מאדום / שחור לשחור.


- שחור עודף עובר ל 
[image: image323.wmf])
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.

- X עובר להצביע על 
[image: image324.wmf])
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.

מקרה 3:

W שחור, בנו הימני אדום ובנו השמאלי שחור.

- החלף צבעים בין W ובנו השמאלי.

- רוטציה ימנית על W – מקרה 4.

מקרה 4:

W שחור ובנו הימני אדום.
- רוטציה שמאלית על 
[image: image325.wmf])
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.

- 
[image: image326.wmf])
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 - שחור.

- הבן הימני האדום של W לשעבר – שחור.

- W לשעבר – מקבל את הצבע של אביו וסיימנו.


[image: image327]
אחרי:


[image: image328]
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תכנות דינאמי
הרעיון הכללי

פותרים כל תת בעיה פעם אחת בלבד ושומרים בטבלה. תכנון מלמטה למעלה (מהבעיות הכי קטנות ועד לבעיה המקורית), כאשר פתרון של תת בעיה כלשהי מסתמך באופן רקורסיבי על פתרונות לתת בעיות קטנות יותר.

דרך הפתרון

צריך להגדיר את הפתרון באופן רקורסיבי, כלומר להראות כיצד פתרון הבעיה תלוי בפתרון בעיות קטנות יותר.

תמ"א - תת סדרה משותפת ארוכה ביותר LCS (Longest Common Subsequence)
נתונות 2 מחרוזות X,Y.

[image: image329.wmf]n
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X=ABCBDAB

Y=BDCABA
LCS=BCBA
פתרון נאיבי

השווה כל תת סדרה של X עם Y.
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 - סיבוכיות אקספוננציאלית.
פתרון טוב יותר (תכנות דינאמי)

רישא 
[image: image331.wmf]j
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 של 
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נגדיר תת בעיה של LCS: מצא LCS עבור זוג רישות של X ו Y.

2 שלבים:

1. מצא אורך LCS.

2. מצא LCS/

נגדיר טבלה C כך ש:

אורך ה LCS של X,Y 
[image: image334.wmf]®
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 אורך ה LCS של X ו Y.
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תנאי עצירה:
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 הן מחרוזות ריקות.
כאשר פותרים את 
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LCS

 צריך להסתכל על 2 מקרים.

1. 
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 ה LCS של 
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 בהכרח גדול ב 1 מה LCS 
[image: image342.wmf]1

1

,

-

-

j

i

Y

X

.

2. אחרת 
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 ניקח LCS ארוך יותר מבין האופציה של השמטת 
[image: image344.wmf]]
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 ובין השמטת 
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LCS(X,Y)


m=length(X);


n=length(Y)


for i=1 to m C[i,0]=0 // 
[image: image346.wmf]0

X

מקרה מיוחד 

for j=1 to n C[0,j]=0 // 
[image: image347.wmf]0

Y

מקרה מיוחד 

for i=1 to m



for j=1 to n




if (X[i]==Y[j])->C[i,j]=C[i-1,j-1]+1




else C[i,j]=max(C[i-1,j],C[i,j-1])
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בעיית התרמיל (גרסת 0-1)
תרמיל יכול לסחוב לכל היותר W ק"ג.
S – קבוצת כל n האלמנטים.

עבור כל אלמנט 
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, משקלו 
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 ותועלתו 
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 מספרים שלמים אי שליליים.

הבעיה:

איזו תת קבוצה של S להכניס לתרמיל כך ש 
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 מקסימלי.

פתרון נאיבי
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 קומבינציות אפשריות לפתרון. נעבור על כולן ונמצא את הקומבינציה הטובה ביותר. 
[image: image356.wmf])

2

(

n

O

 - אקספוננציאלי.
ניסיון ראשון לפתרון בעזרת תכנון דינאמי

נגדיר 
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פתרון עבור 
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 הוא תת קבוצה של 
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 שנותנת פתרון אופטימלי.
השאלה: האם ניתן להגדיר פתרון ל 
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 בעזרת פתרונות לתתי בעיות 
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 יש פתרון יותר טוב מזה שמסתמך על הוספת איבר לקבוצה 
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 הקיימת.

ניסיון שני
W= המשקל הכולל המדוייק עבור כל 
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נגדיר טבלה 
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 - גודל תת הבעיה אותה פותרים (עבור 
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כלומר: תת הסדרה של 
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 הנותנת את התועלת המקסימלית תחת סכום משקלים 
[image: image377.wmf]w

 היא:
1. לא נכלול את האלמנט k כי 
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2. נבדוק האם כדאי לכלול את האלמנט ה k:
· כדאי אם הפתרון האופטימלי עבור 
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· לא כדאי – יש פתרון טוב יותר ב 
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סיבוכיות: 
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LCA – Lowest Common Ancestor
מסלול אוילר - מסלול בגרף סופי המשתמש בכל קשת בגרף בדיוק פעם אחת.

נתון עץ T.

· נהפוך את T לגרף H כך שעבור כל קשת 
[image: image388.wmf]u
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 נוסיף עוד קשת 
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 (זמן לינארי).
· נסרוק את H במסלול אוילר ונשפוך למערך A בגודל 
[image: image390.wmf]1
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 את סדר הצמתים כפי שמסלול אוילר גילה אותם.

· בנוסף נשמור עבור כל צומת את הרמה שלו.
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המערך (עם הרמות):
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מצאת LCA של עץ בינארי שלם ב 
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 לאחר pre processing  של 
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הנחות חשובות

1. אם 
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 שווה למספר הספרות בייצוג בינארי כלשהו, אזי פעולות אריתמטיות, לוגיות והשוואתיות על מספרים באורך של לא יותר מ 
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 ביטים ניתן לבצע ב 
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2. מציאת הביט השמאלי (הימני) שהוא '1' במספר באורך 
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 ביטים ניתן לבצע ב 
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קידוד
כל צומת 
[image: image400.wmf]u

 יקבל קידוד באורך 
[image: image401.wmf]n
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 ביטים שיבטא באופן ייחודי את המסלול מהשורש עד ל 
[image: image402.wmf]u
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· התחל בביט השמאלי. הביט ה 
[image: image403.wmf]i

 מייצג את כיוון הקשת ה 
[image: image404.wmf]i

ית על המסלול מהשורש ל 
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. נסמן '0' אם הקשת היא שמאלה, '1' אם הקשת היא ימינה.
· אם במסלול ל 
[image: image406.wmf]u

 יש 
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 קשתות, אזי הביט ה 
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 יהיה '1', ביט הגובה.
· שאר הביטים המשלימים עד ל 
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 ביטים יהיו '0'.
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נקודד עץ בינארי שלם ב 
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מציאת LCA(u,r)
נסמן את הקידוד של כל צומת 
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ריפוד (0) ,ביט גובה (1) ,מספר הקשתות הזהות
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לדוגמא: 
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. נוריד את האפסים בהתחלה, ניקח את החלק מה 1 והלאה, נוסיף 1 ואחריו אפסים: 1010. וזהו הקידוד של האב הקדמון המשותף הנמוך ביותר. אם הסיבית השונה הראשונה היא סיבית הגובה, נשים משמאלה 0 (ואחר כך נוסיף את ה 1 ואת האפסים).
הגדרה: Range – minima problem
בעיה: בהינתן מערך בעל 
[image: image417.wmf]n

 מספרים ממשיים נרצה להפעיל אלגוריתם preprocessing שיאפשר לענות על השאילתא הבאה ב 
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: בהינתן חלק רצוף של המערך, מיהו הערך המינימלי בו?

מקרה פרטי: ידוע שההפרש בין כל שני איברים עוקבים הוא 1.

הרדוקציה

נראה כי בהנחה שיודעים לפתור את המקרה הפרטי של range minima, ניתן לפתור את בעיית ה LCA.

כדי למצוא 
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 נמצא את ההופעה הראשונה של 
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. כך נגדיר את הטווח למציאת ה range minima.

1. אם 
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 הוא אב קדמון של 
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, כלומר לא יהיה בטווח אף צומת שהרמה שלו נמוכה מזו של 
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2. אחרת: כל הצמתים שנבחר בהם הם בתת העץ של 
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. חייבים לעבור במסלול אוילר בין ההופעה הראשונה של 
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 וההופעה הראשונה של 
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פתרון למקרה הפרטי של range minima
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